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VOORWOORD

Het colloquium "stijve differentiaalvergelijkingen" werd van september
1971 tot december 1972 aan het Mathematisch Centrum gehouden en had tot
doel een overzicht te geven van recent onderzoek dat verricht werd op het
gebied van het numeriek oplossen van "stijve" differentiaalvergelijkingen.

De eerste twee delen van het colloquiumverslag bevatten onder andere
een historisch overzicht, eenstaps- en meerstapsmethoden en toepassingen
uit de biomathematica.

In het eerste hoofdstuk van deze laatste syllabus wordt een schets
van een convergentietheorie gegeven. De resterende hoofdstukken zijn ge-
wijd aan een bespreking van testresultaten van de verschillende methoden

die in de vorige twee deeltjes van dit colloquiumverslag zijn behandeld.

P.A. Beentjes
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10. Schets van een convergentietheorie voor discretisaties van

stijve differentiaalvergelijkingen

10.1. Inleiding

Een overzicht zal worden gegeven van enkele resultaten die verkregen
zijn in de loop van een onderzoek dat er op gericht was inzicht te verkrij-
gen in de wijze waarop een oplossing verkregen met behulp van een discreti-
satiemethode, de oplossing van een stijve differentiaalvergelijking bena-
dert. Het blijkt dat de situatie essentieel ingewikkelder is dan voor een
gewone niet stijve differentiaalvergelijking. Belangrijk is dat onder rede-
lijk algemene omstandigheden de oplossing van een stijve differentiaalver-
gelijking gesplitst kan worden in een "langzaam vari&rende" (reguliere)
component en een "snel dalende" (singuliere) component. Evenzo voor de ge-
discretiseerde vergelijkingen. Een foutenanalyse zal dan de volgende drie
vragen moeten beantwoorden:

I Hoe benadert de reguliere component van de differentiaalvergelijking
een "daarbij passende" reguliere component van de discretisatie?

ITI Hoe benadert de singuliere component van de differentiaalvergelijking
een "daarbij passende" singuliere component van de discretisatie?

IIT Gegeven een startvector, welke reguliere en singuliere component hoort
hierbij voor de differentiaalvergelijking en welke reguliere en singuliere
component hoort hierbij voor de discretisatie?

We verduidelijken een en ander aan een zeer eenvoudig voorbeeld. Bezie voor

t 2 0 de differentiaalvergelijking in deimz:

-1000 0
dx

(10.1.1) == X .
at -+

e 0

Tedere reguliere component is een veelvoud van
(10.1.2) xp(t) 5

en iedere singuliere component is een veelvoud van
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e—1000t

- -1001%
(10.1.3)  =x,(t) 5| _ e

1001

Immers, zowel Xp als Xg zijn oplossing van de differentiaalvergelijking.

Bovendien zijn Xp en X als functies lineair onafhankelijk. Het is echter

S

niet duidelijk waarom xp * 10_12x niet als reguliere component wordt ge-

S
kozen. Anders gezegd, is het mogelijk het begrip reguliere component te de-
fini&ren, zonder het heuristische "langzame vari&ren"? Dit is mogelijk en

dat zal straks kort geschetst worden. Analoog de singuliere component.

Als discretisatie kiezen we voor ons voorbeeld de A-stabiele trape-
ziumregel. Als x, een benadering voor x(ti), ti = ixh, 1 = 0,1,2,... voor-

stelt, h de stapgrootte, dan na enig schrijfwerk:

1-500h

1+500n 0
(10.1.4)  x,. = X .
1-500h ~t.-h, -t. h
115653 i +e 1 > 1

Iedere reguliere component is veelvoud van

ol

(10.1.5)  (xg);
en iedere singuliere component is veelvoud van

B

(10.1.6) (x.). = , 1=0,1,2,...

S’1 D h

hpe 41 -tii

= e

2 -h

pe -1
_ 1-500h

met p = 715665 .
We zullen zeggen dat {(XR)i}iZO’ (daarmee is de rij van vectoren (xR)i be-
doeld, 1 = 0,1,2,...) past bij xR(t) als xR(O) ='(xR)ov,

.},

En {(xs)l 120

past bi] xs(t) als
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eerste codrd. (xs)o = eerste codrd. XS(O)ﬁ
De reden waarom we dit zo doen wordt later duidelijk (in 10.L4).
We kunnen nu de vragen I, ITI, en III beantwoorden.
I: Kennelijk xR(ti) = (xR)i, dus bij elkaar passende reguliere componenten
zijn identiek in de st?unpunten to, t1,... .

II: Dit is lastiger. p1 benadert zeker niet goed e—1000t

5o tenminste als
500h =2 1. Toch zal men vaak de trapeziumregel wensen te gebruiken met een
stapgrootte zodanig dat (in ons geval) 500h >> 1. Dan is de discrete singu-

liere component dus een slechte benadering voor de continue singuliere

component.
ITI: Dit vereist wat rekenwerk.
Zij Xy = ? ,» 8 een in modulus klein redel getal. 8§ # O kan optreden ten

gevolge van afrondfouten, of omdat we nog een klein restje van het snel-
dalende stuk over hebben.
Met X associéren we de oplossing x(t) van de differentiaalvergelijking

met x(0) = Xy Stel

x(t) = o xR(t) + B xs(t).

Dan, speciaal voor t = O:

B §

= Q= —_

¢ = Jo01 ~ 7001

Met x_. associéren we ook de oplossing {x}i> van de discretisatie bij stap-

0
grootte h. Stel:

0

x = oy (xg)y + By (xg); -

Speciaal i = O beziend, vinden we

Merk op Bh =B en a a - We vinden
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x(ti) -x; = G{XS(ti)-(XS)i} + (a—ah)(XR)i-
Voor h = 1

max ||x(ti)—xi|[°° ~ 1.166.
ieN

Maar voor h = 10

max [l x(t.

)—x.|| =~ 3.58.
1elN N e

Deze fout is dus, samenvattend, het gevolg van het feit dat de start-
vector op verschillende wijze ontbonden wordt in startvectoren voor de re-
guliere en singuliere component voor de beide situaties: het continue ge-

val (namelijk de differentiaalvergelijking) en haar discretisatie.

In het nu volgende zullen we het voorgaande voor meer algemene situa-
ties generaliseren. Eerst echter zullen we een manier moeten vinden om re-
guliere en singuliere componenten op een niet heuristische wijze te defi-
niéren. We zullen ons beperken tot een lineaire inhomogene differentiaal-
vergelijking in deime. Hieraan zijn de belangrijkste verschijnselen die we
theoretisch kunnen voorspellen goed aantoonbaar. We zullen ons op de beant-
woording van vraag I richten. In een kort tijdsbestek 1ijkt het ondoenlijk

de andere vragen (II en III) begrijpelijk te analyseren en te beantwoorden.

10.2. Definitie en existentie van reguliere componenten

Bezie de differentiaalvergelijking:

ax _
(10.2.1) i A(t)x

X :mz, A(t) de 2x2 matrix

a”(t) a, (t)
(10.2.2) A(%) =
ay,(t) 8y,(t)

Aanname (II1) A(t) is gedefinieerd voor alle t € R. A(t) is voldoende vaak

continu differentieerbaar en de matrix coé&fficiénten voldoen voor alle
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t € R aan:

o

(t) < =m,, <m

<
11 11 22

[a12(t)| Sm,s ey (t) s,

Voorts:

In het nu volgende is het nuttig om steeds te bedenken dat |a12‘ en
|a21| "klein" zijn ten opzichte van [a11|. Merk op, dat als
|a12(t)| = |a21(t)| = 0 voor alle t € R, dat dan op triviale wijze de eer-
ste codrdinaat van de oplossing de sneldalende component voorstelt (immers
a11(t) < 0) en dat dan de tweede codrdinaat de langzaam vari&rende compo-

nent voorstelt.

12 0, a5, # 0 toch

zoiets als een langzaam variérende component bestaat en ook een sneldalende

Neem nu aan, heuristisch sprekend, dat ook als a

component. Zij voor t = t. de startvector x(to) e:mz gegeven. Deze start-

0
vector bepaalt een oplossing x(t) van (10.2.1). We mogen verwachten dat

x(t) voor t >> t. nog uitsluitend de reguliere component bevat. Willen we

0

voor t =2 0 de reguliere component vinden dan zullen we dus t,. sterk nega-

0
tief moeten kiezen. Met behulp van de variatie-van-constanten formule heb-
ben we:
t
-1 -1
6108367 (pdx (50) + [ 6,006 (), (), (0)as
t0
t
= -1 -1
xa(8) = 0,(8)83 (6 Dxy(t0) + [ 0,6205"()ay (o) (s)as,

o

x, (%)

waarin ¢1 en ¢, gedefinieerd zijn door:

¢1(t) expl (r)arl,

84

[w]]]

1

a..(r)dr].

Ot Ot

¢,(t) ; expl
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1

Dus ¢1(t)¢;1(s) = exp[f a11(r)dr] en voor a . constant is dit
exp[(t-s)a11]. s

-1
Als tj > - dan ¢1(t)¢1 (to)x1(to
ponent is, althans dit verwachten we. Op heuristische gronden is het ook

) > 0 als x een langzaam variérende com-

niet onmogelijk dat
t .
-1
IJ ¢,(t)¢] (s)a12(s)x2(s)ds| <@ voor t > -=.
tO

Omdat x,(t) ¢2(t)¢51(t0)x2(t0) + ¢2(t)¢'2'1(3)a21(S)x2(S)ds

o

880083 (5)x(5,) + | 65 (s)ay, (s)x,(s)as]

0 0

o

+

Ot " O F——

8,(£)63" (s)ay, (s)x, (s)as

t

05(8)%,(0) + [ 4,(6)65" (), (o), (s)as
0

zullen we de vergelijkingen
t
-1
J ¢,(t)e7 (s)ay,(s)x,(s)as

-0

(10.2.3) x1(t)

t
000,00 + [ 0,143 () (o)x, (5)as
0

x2(t)

onderzoeken. Met behulp van (10.2.3) zullen we trachten reguliere oplos-
singen te defini&ren op een niet heuristische wijze en hun bestaan aan te
tonen. In feite werken we iets algemener. Als we de differentiaalverge-
lijking:

dx

(10.2.4) rroe A(t)x + b(t)

hebben, b gedefinieerd voor alle t € R, zullen we bezien:
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t
x, (8 = [ 4,(0)67 (0 e (o) (a) + b (o) s
(10.2.5) t
x,(t) = ¢,(t)x,(0) + J ¢2(t)¢;1(s)[ae1(s)x1(s)+b2(s)]ds.

0

We vervolgen nu op een niet-heuristische wijze.

Aanname (II2) De eigenwaarden van de matrix
(10.2.6)

zijn re&el en verschillend. De grootste noemen we My de kleinste My

Lemma (II3) -m.., <

11 S My S My S Iy,

Bewijs Het karakteristieke polynoom is

2 -
AT (mpemp A -y, +omomy, =

De discriminant D is positief. Zie nu de figuur:

karakteristiek polynoom

oMoy

In deiR2 geeft ||x|| = |x1I + [x2| de 1-norm van een vector x e:m2 aan.

Afspraak (IIL) Voor een Vv € (u1,u2) is C. de ruimte van de continue af-
Vv

beeldingen x van (-=,0] in de R2, die nog voldoen aan
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sup Ix@ll

t<0 vt
e
op C_ is || ”A' een norm, voor x € C_ gedefinieerd door
v v v

lxll = sup LxWL

v t<0 vt
e

Kennelijk is EN een Banachruimte.
v

Stelling (115) Neem aan dat b, beperkt tot (-=,0] in E;. Dan bezit

~

(10.2.5) voor iedere x2(0) een unieke oplossing x in Cg. Deze oplossing

is ook de enige oplossing van (10.2.4) in EN, waarven in t = 0 de tweede
v

codrdinaat x2(0) is. Deze oplossing kan worden afgeschat door de oplossing

r van
t o (t-s)
r.(t) = J e [m, r,(s)+[b (s)|]ds
(10.2.7) -
m, .t m,, (t-s)
ry(t) = e 2% |x,(0)] + J e my r,(s)+]0,(s)] 1as

t

voor t € (-~,0]. Dus ]xi(t)l < ri(t) voor i = 1,2, t < 0.
(Het voorgaande impliceert dat alle oneigenlijke integralen voor x e E~

bestaan). v

We bewijzen St.(II5) niet; dat zou te veel werk zijn. We proberen te be-
grijpen wat de conclusies van St. (II5) betekenen. De eerste twee conclusies
van St.(II5) spreken voor zich. We knopen aan bij de vergelijking (10.2.7).
(10.2.7) noemen we een majorant voor (10.2.5). Unieke oplosbaarheid van

(10.2.7) is verzekerd door de eerste twee conclusies van St.(II5).

Lemma (II6) De oplossing r van (10.2.7) voldoet aan

ar Ty B2 oy (e)]
(10.2.8) o= r + .
o Moo "lbe(t)l

Bewijs: Door differentidren. O
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Oplossingen van (10.2.8) kunnen we aangeven. Daartoe hebben we de eigen-

vectoren van (10.2.6) nodig. Zij e, de eigenvector behorend bij Uy, e, de

1 2

eigenvector behorend bij My

Den geldt e, = (1,£,)" = (1, —=2—)"
ot
m
T 12 T
en e, = 1 = (——,1
o = (£;51) By ).
Zij S de matrix
T2
1 —_—y
(10.2.9) 8= n-2 .
m,
_ 21 ]
207H4

Lemma (II7) det S # O

Bewijs Wegens (m22- H) (-m11-u1) +mom,, = 0 (karakteristiek polynoom van
(10.2.6)) geldt:

2 o1 _ M1tHy
Wty ooty Byt
m, y*my,=vD
Wytm, = o, D de discriminant van het karakteristiek polynoom en
m11+m22+¢b
m11+u2 = - Uit D > 0 volgt nu
m, . m
det S =1 - (o, .+ 1§(i1 = ) >0 . ]
11712/ 7y
Zij
-
o, (4)]
(10.2.10) da(t) = 87 ,
‘Ib2<t)|

dan is (10.2.8) equivalent met:
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My 0
(10.2.11) %%= v+ a(t) ,

0 u2

Een oplossing van (10.2.11) is

u, (t-s)
y1(t) = f e di(s)ds
(10.2.12)
Ut u,(t-s)
Yz(t) =e? yz(O) + f e 2 d2(s)ds.

0

Dit is de enige oplossing van (10.2.11) in EN want iedere andere oplossing
met dezelfde y2(0) scheelt o (eu1t;0)T met y?t). En (eu1t,0)T ¢ Co.
v

Wegens de eerste twee conclusies van St.(II5) geldt dan:

Lemma (II8) Als y.(0) zo gekozen wordt dat (Sy(0)), = [x.(0)|, dan is
2 2 2

Sy(t) (y volgens (10.2.12)) de unieke oplossing van (10.2.8) in E~.
v

Gevolg De beide codrdinaten van Sy(t) zijn voor alle t < O niet-negatief.
Immers volgens St.(II5) geldt voor de oplossing x van (10.2.5):

Ixi(t)l < r(t) i=1,2, t<0.

Voor t > O geldt een analogon van St.(II5). Ter voorbereiding bezien we de

eigenwaarden van de matrix
(10.2.13) .

Het karakteristiek polynoom van (2.13) is:

2
AT+ (my My A - my My, - myom,, =

met discriminant

+ bm M., +Lm . m

)2
1122 12721

D = (m,-M,,
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Dus

>
D= (my #M,5)" + bmyomy, > 0

onder onze aannamen. (Dat was aanname (II1)).

Er zijn dus twee re&le eigenwaarden.

Afsprask (II9) Zij v € R, v groter dan de grootste eigenwaarde van
(10.2.13). Dan is Cv de ruimte der op [0,») gedefinieerde continue functies

X waarvoor

sup A= o o

20 &"°
Op C, is | -l|v een norm, voor x € C_, gedefinieerd door
x| = sup Izl
v D vt
t20 e

Kennelijk is Cv een Banachruimte.

Stelling (II10) De differentiaalvergelijking (10.2.4) bezit voor iedere

startvector Xq eim2 op het tijdstip O een unieke oplossing in Cv’ mits

b e Cv' Bovendien wordt de oplossing puntsgewijs en codrdinaatsgewijs ge-

majoreerd door de oplossing van de differentiaalvergelijking:

4 M2 LASH
dr _
(10.2.14) it - r +
o4 Moo oy (2)]
| Gxg), |
met r(0) = .
l(x0)2l

We bewijzen St.(II10) niet. De eerste conclusie is overigens een zeer
wel bekend resultaat; alleen de tweede conclusie schijnt nieuw te zijn en
is dan een uitbreiding van het lemma van Gronwall. (10.2.14) zullen we

weer een majorant noemen. Oplossingen van de majorant kunnen bepaald worden,
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omdat de oplossing van (10.2.14) expliciet is aan te geven in termen van
de eigenwaarden en eigenvectoren van (10.2.13) en de inhomogene term. We
laten dit hier achterwege.

St.(II10) wordt toegepast in combinatie met St.(II5). Voor gegeven
x2(0) bepaalt St.(II5) een oplossing x van (10.2.L4) op (-»,0]. Daarmee is
ook x(0) bekend en met deze x(0), dus verkregen m.b.v. St.(II5), wordt
St.(II10) toegepast. Op deze wijze verkrijgen we een oplossing van (10.2.L4)
op de gehele R, die bepaald wordt door de gegeven x2(0), een 2% codrdinaat
in t = 0.

Oplossingen van (10.2.4) op deze manier verkregen noemen we reguliere op-
lossingen. Hiermee is dus de niet-heuristische definitie gegeven. Rest nog
om in te zien dat de zo gedefiniderde reguliere oplossing ook "langzaam
varieert". Daartoe zullen we heel expliciet moeten zeggen wat dat wel is,
dat "langzaam vari&ren". We hebben gekozen voor de volgende oplossing.

In plaats van (10.2.L4) bezien we de differentiaalvergelijking:

(10.2.15) g%-= _ x + b(t) .

() a,,(t)

851 20

Dus a,, vervangen door i%l, € > 0. Neem aan dat St.(II5) en St.(II10) toe-
pasbaar zijn op (10.2.15) voor alle ¢ ¢ (O,eo]. Hoe kleiner e, hoe meer

de differentiaalvergelijking (10.2.15) stijf is. "Langzaam varidren" wordt
nu geinterpreteerd in termen van de afgeleiden van de reguliere oplossing

van (10.2.15).

Stelling (II11) Neem aan dat 8115 8455 85, €n a,, N-keer continu differen-
tieerbaar zijn voor alle t € R en dat hun afgeleiden begrensd zijn, uniform
op R. Laat eveneens de eerste N afgeleiden van b bestaan en laat gelden dat
deze afgeleiden, beperkt tot (-»,0], in 65( liggen en dat ze, beperkt tot

€)

[0,0), in Cv(e) liggen. Dan geldt dat iedere reguliere oplossing xs(t) van

(10.2.15) N-keer continu differentieerbaar is en voor k = 1,2,...,N:
dkxe ~

(i) —==, beperkt tot (-=,0], ligt in C~( y en
dtk vie
dkx

€

is begrensd uniform in e e (O,eO].

~

atk v(e)
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k
d xE
(i1) beperkt tot [0,®), 1igt in C en
at® v(e)
dkxe
X is begrensd uniform in € € (O,eo].
at™ || v(e)

Stelling (II11) wordt niet bewezen, hoewel ze een direkt gevolg van
St.(II5) en St.(II10) is. St.(II11) beschrijft inderdaad ons heuristische
begrip "langzaam vari&ren". Wat we namelijk van plan zijn, vooruitlopend op
een volgende paragraaf, is het onderzoek van convergentie van discretisatie
methoden. Zoals bekend neemt daarbij de discretisatiefout een belangrijke
plaats in. Deze discretisatiefout wordt bepaald door zekere afgeleiden van
de exacte (analytische) oplossing. St.(II11) zegt dan dat de discretisatie-
fout voor een reguliere oplossing in de norm van 53 en Cv(e) begrensd is
onafhankelijk van €, d.w.z. onafhankelijk van de sterk negatieve eigenwaar-
den van de stijve differentiaalvergelijking. Uit het voorbeeld gegeven in
de inleiding, blijkt dat dit voor een niet reguliere oplossing niet geldt.
In het genoemde voorbeeld was een oplossing (daar alvast heuristisch de

singuliere component genoemd) (zie (10.1.3))

-1000t
e

-1001t .
e

1001

a

Hier staat -1000 voor —%l ; kies maar a,, = -1 en € =

1
11 1000 °

Afgeleiden zijn in norm van de orde van grootte

1000k e—1000t

voor de kde afgeleide of meer algemeen

a1 eJ/Et

. .

€
Met andere woorden, in het algemeen zal een willekeurige oplossing van
(10.2.15) geen uniform in € begrensde afgeleiden hebben. Dat geeft natuur-
1lijk moeilijkheden bij de discretisatiefout voor kleine € en daarom zijn

reguliere oplossingen volgens St(II5) en St(II10) ingevoerd.
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10.3. Reguliere oplossingen van differentievergelijkingen

Om in de volgende paragraaf de convergentietheorie te kunnen behandelen heb-
ben we ook een definitie van een reguliere component van een recursie of
differentievergelijking nodig. Daaraan is deze paragraaf gewijd. We behan-

delen uitsluitend één-staps-recursies in de ]Rz.

Bezie de differentievergeli Jjking:

(10.3.1) xi+1 = Aixi + bi
met
(i) (i)
&1 &1 : (b3),
10.3.2 .= . = .
( 3.2) Al a(i) a(i) en bl o)
21 22 | i’2

Aanname (III1) Ai en. bi zijn gedefinieerd voor alle i ¢ Z
Bovendien geldt voor alle i e Z:

la%” ZCp s laé?)l 20
(i) (1)
la 3l <eqq s €11 % Cpp S8y X0y -

Aanname (III2) De matrix

(10.3.3)
“Co1 22

bezit twee verschillende redle eigenwaarden Tys Tps T < Ty

Volgens lemma (II3) geldt dan
< T.<¢

1 2 — "22°
We kunnen nu vervolgen als in de vorige paragraaf. We vatten slechts de

€19 =7

resultaten samen.
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Afspraak (III3) 55 is de ruimte van de oneindige rijtjes vectoren uit

de 322:

{x} = {xo,x_ sX_

i<0 1

die voldoen aan

sup J| %0l

ielN ~-i
€

(N is de verzameling der niet negatieve gehele getallen).

Op 55 is || ”5 een norm,
” {x }'<QH~E sup HX:iH
= P ielN B

Afspraak (IIIk) Dp is de ruimte van de oneindige rijtjes vectoren uit de
2
R

{X}izo = {xo,x1,x Seesenanes }
die voldoen aan
X
[l
sup —— < ®
ieWw ot
Op D 1is een norm
po, ds ||,
[ %]
]I{x}i>o I 5 sw = .
- e ielN op
Stelling (III5) Laat p voldoen aan Ty <P < Ty
Dan is er procies &&n oplossing {x}i<o ven de recursie (10.3.1) in ﬁﬁ

bij gegeven (x.), (dit is de 29€ codrdinast van xo).

mits {b}iSO eD 0o

p
Puntsgewijs en cobrdinaatsgewijs wordt deze oplossing gemajoreerd door de

oplossing {r}i<0 van de recursie

11 12 [ (o5), 1

(10.3.4) r. . = r. +

-C ] l(bi)2|
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met (rO)2 = l(xo)zl.

De eisen leggen {r}i<0 &énduidig vast en (r-i)j 2 0 voor alle i ¢ N en
j = 1,2. 0ck (r_i)j 2 | (x_i)jl voor alle i ¢ IN en j = 1,2 (j duidt de

codrdinaat aan).

Zij p groter dan de grootste eigenwaarde van de matrix
(10.3.5) .

Stelling (III6) Bij iedere x, € R? is er precies één oplossing {x}i> van

0
de recursie (10.3.1) in Dp mits {b}i>0

Puntsgewijs en codrdinaatsgewijs wordt {x}i>0 gemajoreerd door de oplos-

e D.
¢}

sing {r}izo van

—

12 [(6;),1

. (10.3.6) Ti = r; +

\ o1 Con | (050, ]

met ro = (| (xo)4] [(x),17 .
Bovendien {r}izo € Dp

We noemen (10.3.4) en (10.3.6) majorerende recursies. Hun oplossingen
kunnen op elementaire wijze berekend worden.

Bij gegeven x2(0) behoort volgens St.(III5) een oplossing van de re-
recursie (10.3.1) voor i < 0; met behulp van St.(III6) breiden we deze op-
lossing uit tot een oplossing op Z. Deze oplossing, afhangend van x2(0) noe-

men we de reguliere component bij de startwaarde x2(0) voor i = 0.

10.4. Convergentietheorie voor reguliere componenten.

We gaan uit van de differentiaalvergelijking in de 322:

(10.4.1) %% = A(t)y + g(t) ,
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met A en g gedefinieerd voor alle t € IR. A en g zullen in het algemeen nog
van een parameter e afhangen, € > 0. Deze afhankelijkheid verwerken we niet
in de notatie omdat dat de notatie maar zou vertroebelen. De afhankelijk-
heid van € wordt wel altijd stilzwijgend verondersteld, tenzij uitdrukke-

1lijk anders aangegeven.

Aanname (IV1) Voor alle t ¢ IR is er een transformatie L(t) (eventueel weer

afhankelijk van e) zo dat voor allet ¢ R en £ ¢ (0,e 1:

’ \ = O
11(t)
€
. -1 _
(1) L(t)A(E)L (t) = A(t) = 0 a(t) .
A (t)
Hierin zijn 11 en A2 eventueel nog afhankelijk van €, maar —427—- -
voor &€ > O.
.. a “1y _
(ii) Ty L(t).L™ (%) 5 B(t) bestaat.

Met de substitutie
(10.4.2)  x(t) = L(t)y(t)

gaat (10.4.1) over in

(10.4.3) -g—:-= [A(t) + B(t)1+ b(t)

met
(10.4.%)  b(t) = L(t)glt).

Aanname (IV2) De differentiaalvergelijking (10.4.3) voldoet voor alle
€ € (0,50] aan de aannamen van stelling (II5) en (II10) (deze aannamen zijn
o.a. aanname (II2) en enkele aannamen over het groeikarakter van b). Boven-
dien zij aan de voorwaarden van St.(II11) voldaan.

Bij differentiaslvergelijking (10.4.3) behoren dus de twee Banach-
ruimten éﬁ(e) en Cv(s) (zie afspraak (II4) en (II9)). v en v hangen in ons

geval van € af. Overigens kan men narekenen dat voor € € (0,60]

60(6) < CO(eo) en Coe) © Cv(eo) .
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Naast de differentiaalvergelijking hebben we een differentievergelij-
king. Zij h een gegeven stapgrootte. Laat y; € 312 behoren bij het tijdstip
ti 5 ih, i € Z. Een éénstapsmethode voor stijve differentiaalvergelijkingen
geeft dan een recursie die aan y; een y, .. toevoegt voor i € Z. Stel nu

(10.k.5)  x; = L(ti)yi .
7o verkrijgen we een recursie in de {xi} die we noteren als in (10.3):

(10.4.6) x,

= A.X. + D.
1+1 Alxl bl

(vergelijk (10.3.1), waarbij we moeten bedenken dat nu Ai en bi afhangen

van twee parameters, namelijk h en €.

Voorbeeld (IV3) We discretiseren de differentiaalvergelijking (10.4.1) met

behulp van een bekende methode (Liniger en Willoughby):

(10.4.7)  y;,, =v; + obA(T)y; + BhA(t;, )y, , + hlog(t;) + Ba(t;,4))-

i+1 i+1

Gebruikmakend van asnname (IV1) en de substitutie (10.4.5) vinden we na

enig rekenwerk (10.4.6) met

[1-BhA(t

(10.4.8) A; )17 [1+ahA(ti)] +

i+1
-1
+ h[1—BhA(ti+1)] Wi(h)[1+ahA(ti)]

en

(10.4.9) v

-1
h{a[1-BhA(ti+1)J [1 +hWi(h)]b(ti) +

+ 6[1-6hA(ti+1)J‘1b(ti+1)}
-1
met hWi(h) = [L(ti+1)—L(ti)] L(ti) .

In de convergentietheorie (volgens Dahlquist) speelt het begrip dis-
cretisatiefout een grote rol. Daarin treden afgeleiden van de exacte op-
lossing op en, zoals al in § 2 is getoond, kan dit problemen geven als we
ons niet beperken tot reguliere componenten. We beperken ons dus tot regu-

liere componenten. We willen dan laten zien dat "bij elkaar passende" re-
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guliere componenten van de differentiaalvergelijking en de differentiever-
gelijking elkaar benaderen met een fout die in slechts geringe mate afhan-
kilijk is van € en die voor € € (O,eo] te majoreren is door een van €
onafhankelijke majorant. Meer wiskundig gezegd, we zullen eisen dat
uniform in €, € € (O,EO], het verschil tussen de componenten in een of an-
dere norm naar nul gaat voor h -+ 0. Het 1lijkt voor de hand te liggen om dan
ook te eisen dat uniform in e, € € (0,50] de discretisatiefout - 0 voor

h >~ O in een of andere norm. Hier liggen wat problemen; het zou echter te
ver voeren om die hier nader te preciseren. In ons 2x2 geval is de oplos-
sing eenvoudig.

Definitie (IV4) Als x een reguliere oplossing is van de differentiaalver-

gelijking (10.4.3) dan is

6, = Hx(t;,,) - Ax(t;) - b,)
de R-discretisatiefout voor de methode (10.4.6) in t = t . (R-discretisa-
tie fout vanwege de beperking tot een reguliere componen%. De terminolo-
gie werd door dr. P.J. v.d. Houwen aan de auteur gesuggereerd).

Let op het verschil tussen de R-discretisatiefout en de discretisatie-
fout !

Zoals al eerder opgemerkt gold voor x en zijn afgeleiden dat ze be-
perkt tot (-=,0] element zijn van éo(e) en beperkt tot [0,~) element van

o (2)" Dus is de rij {x(ti)}. beperkt tot i < 0 element van

vie 1e2

~

Dexp(hﬁ(e))

en beperkt tot i =2 0 element van

Dexp(hu(s))

(Vergelijk afspraask III3 en IIIL).

Dus geldt

{8}._. ¢

i<0 Eexp(hv(e))

en

€D

{8}i=0 exp(hv(e)) .
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Definitie (IV5) De methode (10.4.6) heet R-comsistent indien uniform in
€ € (O,eo] geldt

lim max{|| {&}
h>0

s || (6},

120 || exp(nv(e)) 120 1 exp(nu(e))? =0

De methode heet R-consistent en van de orde p indien uniform in € e (0,90]

{8}.

i>0 ” exp(hv(e))} = O(hp), h > 0.

max{ || {8}, I exp(hv(e))’® I

Voorbeeld (IV6) Voor de methode (10.L4.7) valt de orde, gedefinieerd volgens

def(IV5), samen met de orde zoals gedefinieerd voor een niet-stijve differen-
tiaalvergelijking. Immers, in (10.4.7) wordt de discretisatiefout bij sub-
stitutie van y(ti) in plaats van ¥;s¥ een reguliere oplossing van (10.L.1)
(y gedefinieerd als L-1x, x een reguliere oplossing van (10.4.3)), codrdi-
naatsgewijs in ti gegeven door (cf. Liniger en Willoughby):

1

-hJ (6-1-a) yg(ti+eh)de
0

(j = 1,2) als a+B=1, o#3 en

1
w2
T J 26(6-1) y}'(ti+6h)d6
0
als a=B=3.

Na transformatie en vermenigvuldiging met
-1
C1-gnA(t; )]
waarvan de sup-norm || || begrensd is uniform in € e (O,eO] en h, vinden we

Gi en puntsgewijs (d.w.z. voor h - 0 en ih -+ t, t het punt dat we bezien):

Il'6; II'=o(n) o #3 atp =1

2

II's; Il =o(n®) o =8 = 3 .

Voorts nog (wegens St.(II11))

{8} {8}. €D

i<o € ﬁexp(hv(e))’ i>0 exp(hv(e))

waaruit het beweerde volgt.
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Het is niet waar dat het begrip orde gedefinieerd in def(IV5) samen-

valt met het gewone begrip orde. Zie het volgende voorbeeld.

Voorbeeld (IVT)

Beschouw de differentiaalvergelijking

dx _
Fre A(t)x.

Hier is A onafhankelijk van e (dus niet "stiff").

Methode:
- 1 -1 1 1 -1
X540 = [1-20A(t, )T x; + 3nA(t,)01-2pA(t, )] x, .
Of ook:
— 1 1
X = %5+ 2DA( )%, + BRA(Y;  )x  +

2
+ Brae,, )A(s,)-A(6,)A(t,, )] [1-3nA(t,, )17 'x,

Dus is de methode een trapeziumregel met een stoorterm die O(h3) is want

A(t )A(ti) - A(ti)A(ti+1) = 0(h).

i+1
Dus is de methode van orde 2 in de gebruikelijke zin. Niet echter als de

differentiaalvergelijking stijf is. 2ij A als in (10.2.15), dus (A nu weer

afhankelijk van €!):

ay,(t)

e a;,(t)

Ae) = a8y (t)  a,,(t)

waarbij de codffici8nten san zulke voorwaarden voldoen dat St.(II5),

St.(II10) en St.(II11) toepasbaar zijn. Voor een reguliere oplossing x is

de R-discretisatiefout in ti:

§. = — {x(t.

1 -1
i T E soq) ~L01-dnA(t,, )17 C1+EnA(e ) Ix(t;) +
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h2 -1 -1
+ 35 [1-%hA(ti+1)] [A(ti+1)A(ti)-A(ti)A(ti+1)][1—%hA(ti+1)] x(ti)}.

Dus is 6i(h) de R-discretisatiefout van de trapeziumregel plus een stoor-

term. Nu geldt:

A(ti+1)A(ti) - A(ti)A(t ) =

i+1
t. t. ty s
1+1 1, S 1+ a 11
[ops 21]t s[a11’a12Jti Lagys2n t,
) t. t. t.
1 i+ i+1 i+
,2{321’a11]t [a22’a21]ti ‘[312’a21]ti

waarin voor functies f en g gedefinieerd is:

t.
i+1 _
[f,g]ti 5 flty,q)e(ty) - £(t,)elt,, ;)
Dus in het algemeen | Alt,, )A(t )-A(t )A( ) | # o(h) wniform in e voor

h + 0. Men kan narekenen (door de inverse van I - zhA(t ) op te schrijven)
dat de gehele stoorterm O(h ) is, uniform in €. Dus is de orde volgens
def(IV5) niet 2 maar hoogstens 1.

Toegegeven, het voorbeeld is wat artificieel. Men kan echter laten zien

dat als de 3° orde semi-implicite methode (van der Houwen) R-consistent is,
dat dan de orde hooguit 2 is in de zin van IV5. Soms zijn er ook problemen
met de polynoommethoden (van der Houwen) in Runga-Kutta~vorm. Het kost

echter veel werk om dat te laten zien. Daarom laten we dit hier achterwege.

Na de consistentie behandelen we de stabiliteit. Zoals in (10.3) kort
vermeldt is, behoorden bij een recursie (10.4.6) onder zekere sannasmen twee
ruimten D, en D . Hier hangen, voor een differentievergelijking gebracht op

de vorm (10.4.6), p en p af van h en ¢, dus p(h,e) en p(h,e)-

Aanname (IV8) Voor alle € ¢ (O,eo] en voor alle h ¢ (O,ho(e)] zijn de ruim-

D .. .. . L _
ten Dﬁ(h.e) en D o) gedefinieerd bij de recursie (10.4.6) volgens de af
spraken (III3) en (III4) en St.(III5) en St.(III6). Bovendien nemen we aan
dat p(h,e) en p(h,e) zo gekozen kunnen worden voor alle € ¢ (O,eo] en

h e (O,ho(e)] dat
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~ ~

Dexp(no(e)) © Paln,e)

Pexp(nv(e)) < Po(n,e)
(Voldoende hiervoor is, exp(hv(e)) 2 E(h,g) en exp(hv(e)) < p(h,e)).
Zij x een reguliere oplossing van de getransformeerde differentisal-
vergelijking (10.4.3). 2ij e, = x(ti)—xi, {x}iez een reguliere oplossing
van de recursie (getransformeerd) (10.4.6). Dan geldt dus

{e} eD

i<0 € P5(n,e) ledino p(h,e)
Wegens:
x(ti+1)-Aix(ti)-—bi = hGi
en
xiH—Aixi--bi =0

voldoet {e}. aan:
ieZ

(10.4.10) ei+1_Aiei = hSi

Dus is {ei}iez wegens St.(III5) en (III6) een reguliere oplossing van de

recursie (10.4.10).

Definitie (IV9) De methode (10.L4.6) heet R-gtabiel indien voor alle
€ e (o,eOJ en alle h € (O,ho(e)] geldt:

l€edjq Il e s Cq [leghal + 0 Il t83; 5 1y ¢
waarin
e} g Il e = m&x(’f:g eyl (n,e) T lheslly (n,e))

en C1en 02 constanten onafhankelijk ven h en ¢ zijn.

Definitie (IV10) De methode (10.4.6) heet R-conmvergent indien uniform in
€ € (O,eo] geldt:

lim (e2) =0
h>0
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impliceert

lim 0.

I I, =
meo | (eljeg Bae

Stelling (IV11)

R-consistentie A R-stabiliteit = R-convergentie.
R-consistentie van de orde p A R-stabiliteit impliceren

|| {e}

iezllh,e = o(nP) uniform in €

indien (e2)O = o(n®?) wniform in .

Bewijs Door toepassing van de definities. O

Wegens St.(IV11) doet een R-stabiele en R-consistente discretisatie precies
wat we verwachten. Merk op dat de uitspraak van St.(IV11) een wiskundige
vertaling is van "convergentie afhankelijk van de stijfheid", iets wat
kennelijk alleen voor reguliere componenten geldt. St.(IV11) beantwoordt

dus vraag I van de inleiding.

Opmerking (IV12) De functie ho(e) hangt sterk af van de stabiliteitseigen-
schappen van de methode. Zo zal in het algemeen voor de expliciete methoden
van Van der Houwen ho(e) -+ 0 als € » 0. ho(s) = h, = constant zal dus be-
tekenen dat R-stabiliteit optreedt voor alle € € (O,eo] en h € (O,hOJ. Dit
mogen we verwachten als we een impliciete methode gebruiken met sterke
"dempings eigenschappen". Zo bijvoorbeeld de gefitte methode (10.L4.7). Maar

bijvoorbeeld niet de trapeziumregel (hoewel beide A-stabiel zijn).

Opmerking (IV13) Het voorgaande is geldig voor differentiasalvergelijkingen

die gedefinieerd zijn voor alle t € R. Dit lijkt een grote beperking, te
meer daar nogal sterke eisen voor alle t € R worden opgelegd. Men kan ech-
ter bewijzen dat het voldoende is de eisen op te leggen voor t e [a,b] met
£0,T] c (a,b) als men geinteresseerd is in de oplossing op [0,T].

Men verandert namelijk buiten [a,b] de differentiaalvergelijking zo, dat
aan alle eisen is voldaan. En men kan bewijzen dat dit op de uiteindelijke
foutenanalyse, waarin de vragen I, II en III worden beantwoord, geen essen-
ti€le invloed heeft, Smdat de totale fout op [0,T] onafhankelijk is van de

uitbreiding of verandering buiten [a,b].
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Opmerking (IV1kh) Het vereist nogal wat rekenwerk om R-stabiliteit aan te

tonen voor een gegeven methode. We doen dat daarom niet maar we merken wel

op (zonder bewijs) dat bijvoorbeeld de methode (10.4.7) met 0 < a < § al-
tijd R-stabiel is voor constante ho(e)=h0 met h, en € voldoende klein.

Hetzelfde geldt voor de (expliciete) Taylor-methode
. o 4 gl
Vigg T ¥y T hyy +ohy,

en ook hier is ho onafhankelijk van € indien de methode toegepast wordt op
(10.4.1) met een aanpassing aan de sterk negatieve eigenwaarde van de Jaco-

biaan.

Opmerking (IV15) Onze theorie berust essentieel op de R-consistentie en

R-stabilitiet, en dus op de decompositie van de oplossing van een differen-
tiaalvergelijking in reguliere en "sneldalende" componenten. Deze laatsten
hebben we niet behandeld. Een foutenanalyse voor Ysneldalende" componenten
(die wel weer niet-heuristisch gedefinieerd kunnen worden, zie mijn proef-
schrift) is daarom zo lastig, omdat voor |zl| groot, A de sterk negatieve
eigenwaarde van de Jacobiaan van het stelsel, tot nu toe geen geschikt con-
sistentie-begrip gevonden is voor deze componenten.

Zeer globaal sprekend, kan men aantonen dat deze "sneldalende" compo-
nenten weinig problemen geven als ze vrijwel uitgedempt zijn (dit geldt
niet voor de trapeziumregel: men rekene daartoe het voorbeeld uit de in-
leiding (10.1) na met 1000 et i.p.v.e _t). Soms ook kan bewezen worden dat
de aanwezigheid van een '"grote sneldalende component” in t=0 toch geen
"kleine" stapgrootte vereist, ook al is de "sneldalende" component nog niet
uitgedempt ten opzichte van de tolerantie. Dit hangt sterk af van de methode
en de differentiaalvergelijking. Enkele eenvoudige voorbeelden komen voor in

mijn proefschrift.

Literatuur

In de eerste plaats zij verwezen naar mijn proefschrift.

Het bepalen van oplossingen van differentiaalvergelijkingen (of recursie)
die een bepaald groeikarakter hebben, is al te vinden in Ch. 13 van

E.A. Caddington, N. Levinson, Theory of Ordinary Differential Equations,
McGraw-Hill, New York, [1955].

De convergentietheorie voor reguliere oplossingen is een generalisatie van



246

de bekende theorie van Dahlquist. Zie hiervoor:

P. Henrici, Discrete Variable methods in ordinary differential equations,
John Wiley and Sons, New York [1962].

Tenslotte zij verwezen naar de voorgaande bijdragen tot dit colloquium,
waarin begrippen als A-stabiliteit, exponentieel fitten (deel I, §2), de
formules van Liniger en Willoughby (deel I, (2,13)), Taylor-methode en
semi-impliciete Runge-Kutta methoden (deel I §3) al behandeld zijn.
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11. Testresultaten van methoden voor stijve vergelijkingen

Inleiding

In deze laatste voordracht geven we de resultaten van een vergelijkend

onderzoek van enkele methoden voor het oplossen van stijve differentiaal-

vergelijkingen die op dit colloquium ter sprake zijn gekomen.

Op het Mathematisch Centrum zijn van deze methoden de volgende ALGOL

60 versies beschikbaar:

MULTISTEP;
Een lineaire meerstapsmethode gebaseerd op de formules van Adams-
Moulton en Curtiss-Hirschfelder;

Referenties: Hoofdstuk 4 van dit colloquiumverslag en [1];

EFSIRK;
Een semi-impliciete, exponentieel aangepaste Runge-Kutta methode;

Referentie: Hoofdstuk 8 van dit colloquiumverslag;

Exponentially fitted runge kutta;
Een expliciete, exponentieel aangepaste Runge-Kutta methode;

Referenties: Hoofdstuk 7 van het colloquiumverslag en [2];

EFERK;
Een expliciete, exponentieel aangepaste Runge-Kutta methode die ge-
bruik maakt van de jacobiaan;

Referentie: Hoofdstuk 8 van dit colloquiumverslag;

Liniger 1;

Een impliciete methode van orde 1 met exponenti&le aanpassing in &én
punt;

Referenties: Hoofdstuk T van dit colloquiumverslag en [3];

Liniger 2;

Een impliciete methode van orde 2 met exponentiéle aanpassing in twee
punten;

Referenties: Dezelfde als voor Liniger 1.

De bij de testvoorbeelden opgenomen methode liniger 3 is een modifi-

catie van liniger 2 die ontstaat door é8&n van de fit-punten gelijk O te

kiezen.

De methoden expfrk <i><j>, die bij de testvoorbeelden worden gebruikt,
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zijn versies van exponentially fitted runge kutta waarbij i de orde aan-
geeft en j de graad van de exponentiéle aanpassing.
Van de bovenstaande methoden geven we in Tabel 11.1 de belangrijkste

stuurparameters.

Tabel 11.1

Belangrijkste stuurparameters van de geteste methoden

Methode delta| phi | delta 2| 1lin | eval | itmax | eps
MULTISTEP * *
EFSIRK * *

EXPFRK<i><j> * *

EFERK * * *

LINIGER 1 * * * *
LINIGER 2 * * * * *
LINIGER 3 * * * *

We geven nu een korte beschrijving van de parameters in Tabel 14.1.

delta, phi, delta 2

Deze parameters bepalen de punten waarin exponentieel wordt aangepast. In
de testvoorbeelden hebben we steeds gefit in de in modulus grootste eigen-

waarde (met negatief re&el deel) van de jacobiaan.

lin, eval

De parameter lin geeft aan of het stelsel van differentiaalvergelijkingen
lineair is. Als dit het geval is, wordt slechts eenmaal de jacobiaan geéva-
lueerd.

eval is een boolean procedure met als parameter het aantal, per stap, uit-
gevoerde Newton-iteraties. Bij niet lineaire problemen heeft eval het vol-
gende effect: per stap wordt in liniger 1 en liniger 2 &&n jacobiaan geéva-

lueerd, terwijl in liniger 3 dit iedere iteratieslag gebeurd.

itmax, eps

itmax geeft het maximale aantal iteratieslagen in &én stap, waarbij eps de

gewenste nauwkeurigheid van het iteratieproces aangeeft. In alle voorbeel-
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den kozen we eps = 10-&; itmax kreeg bij lineaire stelsels de waarde 1 en

voor niet-lineaire stelsels de waarde 3.

Stapkeuze

Hoewel sommige van de genoemde procedures zijn uitgerust met een auto-
matisch stapkeuze-mechanisme, hebben we (om een vergelijking tussen alle
methoden mogelijk te maken) gekozen voor de volgende stap-strategie.

Allereerst splitsten we het integratie-interval in twee stukken: het
begin-interval (x0,xel) en het eind-interval (xel,xe2). Het begin-interval,
waarop het inschakelverschijnsel grotendeels het gedrag van de oplossing
bepaalt, integreerden we met een kleine constante stap hi.

Op het eind-interval, waarop de invloed van het inschakelverschijnsel een
verwaarloosbare rol speelt, integreerden we met een stap h2 (h2>>h1).

In de volgende voorbeelden geven we eerst de differentiaalvergelijking
met beginvoorwaarden en de referentie-oplossing.

Vervolgens specificeren we de waarden van de voornaamste stuurparameters,
waarna, in 7 tabellen, de testresultaten volgen.

De eerste 3 tabellen geven informatie over de integratie van (x0,xel), ter-
wijl de volgende 4 tabellen resultaten geven over (x0,xe2).

In kolom 1 tot en met 9 van iedere tabel staan respectievelijk de

methode, het aantal juiste cijfers in component i (sd<i>), het aantal uit-
gevoerde functie-evaluaties (fev), het aantal jacobiaan-evaluaties (jev),
het aantal LU ontbindingen (LU) en de gemeten rekentijd.
De niet-optimale programmering en swap-tijden (de methoden zijn geprogram-
meerd en getest in ALGOL 60 op de EL X8 van het Mathematisch Centrum) doen
echter, in belangrijke mate, afbreuk aan de betrouwbaarheid van de gegeven
rekentijden.

Het aantal goede cijfers in component i berekenden we als volgt

Y3

sd<i> = - ’log -1], |sd<i>| < 12,

ref.
1

Bijna alle testvoorbeelden zijn ontleend aan een memorandum [7-3-1972]
opgesteld door T.E. Hull, W.H. Enright en A.E. Sedgewick, met richtlijnen
en voorbeelden voor het testen van procedures voor het oplossen van begin-
waarde-problemen. Hieruit zijn ook verschillende suggesties voor de te

volgen procedure bij het testen overgenomen.
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De eerste 6 voorbeelden zijn lineaire differentiaalvergelijkingen waar-
van de laatste 2 stelsels zijn met een orde van 10 respectievelijk 51.

De volgende 4 voorbeelden zijn niet-lineaire stelsels, waaronder een
van de orde 12.

Als laatste voorbeeld kozen we een eenvoudige niet-stijve differenti-

aalvergelijking.

Opmerking:

Zoals hierboven is vermeld, werd over elk opgegeven integratie-interval
het integratieproces met een constante staplengte uitgevoerd. De stapkeuze-
en ordekeuze-strategie van de procedure MULTISTEP bleken zodanig met elkaar
verweven, dat, door het opleggen van een bepaalde staplengte, ook de orde van
de integratieformule gefixeerd was.

Zo werd van de Curtiss-Hirschfelder formules alleen de eerste orde formule
gebruikt.

In feite werd dus niet een echte multistepmethode gebruikt, maar de backward-
Euler methode.

In de testresultaten geven we het gebruik van deze methode dan ook aan met

bw. euler.



Voorbeeld 1

Differentiaalvergelijking:

-1/2 0 0 0
0 -1 0 0
'=
v 0 o =100 o (Y-
[ o 0 0 -90]
Beginvoorwaarden:
1
1
y(0) =

Integratie-interval: [0,20].

Referentie-oplossing:

-100x
e

Le-90x ]

Stuurparameters: delta = 100, phi = w, delta 2 = 90.

251



252

results for integration until x

hl = +.31250, 1

method sd1
bw.euler +3.0
efsirk +8.7

expfrk23 +6.4
expfrk22 +6.0
expfrki3 +3.9
expfrkilil +3.3
eferk +8.5
linigerl +3.4
liniger2 +6.5
liniger3 +8.7

hl = +.15625, 1

method sdl
bw.euler +3.3
efsirk +9.9

expfrk23 +T.T

expfrk22 +7.0
expfrk13 +4.8
expfrk11l +3.7
eferk +9.9
linigeri +3.9
liniger2 +7.6
liniger3 +9.9
h1 = +.78125,— 2
method sd1
bw.euler +3.6
efsirk +11.1

expfrk23  +12.0
expfrk22 +12.0
expfrki3 +12.0
expfrkil +6.5
eferk +12.0
linigeri +4,5
liniger2 +11.2
liniger3 +11.2
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results for integration until x = +.20,4+2

h1 = +.31250—~ 1 h2 = +.,125004 O

method sd1 sd2 sd3 sdk fev Jjev 1lu time
bw.euler +.5 -3 =12.0 -12.0 167 2 2 8.1
efsirk +4.6 +3.54 -1.0 -=12.0 332 1 2 6.8
expfrk23 +2.5 +1.6 -7 =12.0 830 0 0 5.0
expfrk22 +2.4 +1.5 -6 =12.0 664 0 0 4.2
expfrk13 +.8 +.3 -1.2 =-12.0 664 0 0 L.2
expfrkil +.6 +.2 -5 =12.0 332 0 0 2.7
eferk +h.2 +3.0 -5 =12.0 332 1 0 10.3
liniger1 +.5 -.2 +.0 =12.0 166 1 2 5.9
liniger2 +2.5 +1.6 +.0 +.0 166 1 2 8.5
liniger3 +4.6 +3.4 +.0 =12.0 166 1 2 8.6
hl = +.15625,— 1  h2 = +.125004— O

method sd1 sd2 sd3 sdk fev Jjev 1lu time
bw.euler +.5 -3 =12.0 -=12.0 175 2 2 8.9
efsirk +4,6 +3.4 -8 =12.0 348 1 2 T4
expfrk23 +2.5 +1.6 2.0 -=12.0 870 0 0 5.4
expfrk22 +2.4 +1.5 -1.6 =12.0 696 0 0 4.6
expfrki3 +.8 +.3 -6 =12.0 696 0 0 L.6
expfrki1 +.6 +.2 -7 =12.0 348 0 0 2.9
eferk +4.2 +3.0 -3 =12.0 348 1 0 10.6
linigeri +.5 -.2 +.0 =12.0 17k 1 2 5.9
liniger2 +2.5 +1.6 +.0 +.0 174 1 2 8.6
liniger3 +4.6 +3.4 +.0 =12.0 174 1 2 8.6
h1 = +.15625— 1 h2 = +.62500 1

method sd1 sd2 sd3 sdl fev Jjev 1lu time
bw.euler +.8 +.1  =12.0 -12.0 333 2 2 15.9
efsirk +5.7 +4.5 +.0 +.0 664 1 2 13.4
expfrk23 +3.4 +2.5 -6 -.5 1660 0 0 9.8
expfrk22 +3.2 +2.3 -1.0 =12.0 1328 0 0 8.3
expfrk13 +1.3 +.7 -.8 -3 1328 0 0 8.4
expfrk11 +1.0 +.4 -3 =12.0 664 0 0 5.3
eferk +5.4 +4.2  +12.0 -12.0 664 1 0 19.7
linigerl +1.0 +.3 +.0 =12.0 332 1 2 114
liniger2 +3.4 +2,5 +.0 +.0 332 1 2 16.2
liniger3 +5.7 +4.5 +.0 +.0 332 1 2 16.1
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hl = +.78125~ 2 h2 = +.62500,~ 1

method sd1 sd2 sd3 sdl fev jev lu time
bw.euler +.8 +41 -12.0 =12.0 349 2 2 16.6
efsirk +5.7 +4.5 +.0 +.0 696 1 2 140
expfrk23 +3.4 +2.5 -1.0 +.0 1740 0 0 10.3
expfrk22 +3.2 +2.3 +.0 =12.0 1392 0 (0] 8.7
expfrki3 +1.3 +.7 +12.0 +12.0 1392 0 0 8.7
expfrk1l +1.0 +.4 +12,0 -12.0 696 0 0 5.6
eferk +5.4 +4.2 -5 =12.0 696 1 0 20.5
linigeri +1.0 +.3 +.0 =12.0 348 1 2 12.0
liniger2 +3.4 +2.5 +.0 +.0 348 1 2 17.0
liniger3 +5.7 +4.5 +.0 +.0 348 1 2 7.4

Opmerkingen:

Op het begininterval neemt bij staphalvering de nauwkeurigheid in het
algemeen toe.

De'vierde component wordt slechts goed gerepresenteerd door Liniger 2
omdat bij deze methode ook in het punt -90 wordt aangepast.

Bij de kleinste staplengte gaat deze methode over in Liniger 3 omdat,
in gevallen waarbij het produkt hl * delta 2 kleiner dan 1 is, slechts in
een punt wordt aangepast.

Enkele resultaten berusten min of meer op toeval. We doelen hierbij op
de 12 juiste decimalen die sommige procedures voor de 3e of 4e component in

xe2 geven. Ook bij enkele volgende voorbeelden zal dit soms het geval zijn.
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Voorbeeld 2

Differentiaalvergelijking:

-1 10 0 0
v = -10 -1 0 0
y = y .
0 0 =100 100
0 0 -100 =100
Beginvoorwaarden:
1
1
y(0) = .

Integratie-interval: [0,20].

Referentie-oplossing:

- cos 10x * sin 10x

¥1,2 X >

cos 100x * sin 100x
Y3,4 _100x :

Stuurparameters: delta = 100¥2, phi = 2w, delta 2 = -27.
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results for integration until x = +.25,40

h1 = +.78125,~ 2

method sd1 sd2 sd3 sdk fev Jjev
bw.euler +.6 +1.1 -1.8 -7 33 1
efsirk +5.1 +5.8 +1.1 +1.8 64 1
expfrkal +4.8 +5.8 +9.5  +11.1 192 0
expfrk22 +3.1 +4.3 +9.4  +10.6 128 0
expfrkil +3.1 +3.6  +10.4 +9.9 160 0
expfrk12  +1.7  +2.2  +10.0 +10.0 9% 0
eferk +5.2 +5.9 +9.9 +9.9 6k 1
liniger1 . +1.3 +1.8 - -1.0 32 1
liniger?2  +3.8 +4.9  +8.8 9.5 32
liniger3 +5.1 +5.8 +1.1 +1.8 32 1
h1 = +.39062~ 2

method sd1 sd2 sd3 sdl fev Jjev
bw.euler +.9 +1.3 -7 -.6 65 1
efsirk +6.3 +7.0 +2.3 +3.0 128 1
expfrk2l  +10.5 +11.4 +3.4 +3.8 384 0
expfrk22  +6.5  +7.5  +1.6  +1.k4 256 0
expfrkih +8.8 +9.6 +2.3 +2.9 320 0
expfrk12 +4.7 +5.3 +.7 +.3 192 0
eferk +8.8 +9.6 +2.3 +2.9 128 1
linigeri +1.9 +2.4 +.9 -1 64 1
liniger2 +5.0 +6.1 +8.5 9.4 6l 1
liniger3 +6.3 +7.0 +2.3 +3.0 64 1
hl = +.19531,— 2

method sd1 sd2 sd3 sdlb fev Jjev
bw.euler - +1.2 +1.6 +.7 ! 129 1
efsirk +7.5 +8.2 +3.5 +h.2 256 1
expfrk2lh  +10.6  +11.h4 +5.2 +5.9 768 0
expfrk22 +7.8 +8.7 +3.0 +2.6 512 0
expfrkild  +10.2 +11.0 +3.9 +4.3 640 0
expfrki2 +5.6 +6.2 +1.5 +1.L 384 0
eferk +10.2  +11.1 +3.9 +4.3 256 1
liniger1 +2.5 +3.0 +1.2 +.6 128 1
liniger2 +6.2 +7.3 +T.4 +8.4 128 1
liniger3 +7.5 +8.2 +3.5 +4.2 128 1
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results for integration until x = +.20,+2

hl = +.78125¢ 2 h2 = +.62500,~ 1

method sd1 sd2 sd3 sdl fev Jjev 1lu time
bw.euler +.0 +.0 =12,0 -12.0 349 2 2 16.8
efsirk +.6 +.5 =12.0 -=12.0 696 1 2 15.9
expfrkal -.3 -.2 -1.6 -1.8 2088 0 0 12.9
expfrk22 -1.0 +.2 -1.3 -.6 1392 0 0 9.3
expfrkild —12.0 -12.0 -.3 -1.0 1740 0 0 11.1
expfrkli2 -12.0 -=12.0 - - 10k4k 0 0 7.6
eferk +.2 +.2  +12.0 +.0 696 1 0 18.9
linigeri +.0 +.0 =12.0 -12.0 348 1 2 11.8
liniger2 +.0 +.0 +.0 +.0 348 1 2 18.2
liniger3 +.6 +.5 =12.0 =12.0 348 1 2 17.3
h1 = +.39062—~ 2 h2 = +.62500,— 1

method sd1 sd2 sd3 sdk fev jev lu time
bw.euler +.0 +.0 =12.0 =12.0 381 2 2 19.3
efsirk +.6 +.5 =12.0 -=12.0 760 1 2 15.9
expfrkal -3 -2 -1.9 -2.0 2280 0 0 1k.9
expfrk22 -1.0 +.2 —1.1 -1.4 1520 0 0 10.1
expfrkih -12.0 =12.0 -1.3 -1.5 1900 0 0 13.0
expfrkl2 -12.0 —12.0 -3 -1.2 11k0 0 0 8.3
eferk +.2 +.2 - +12.0 760 ] 0 20.9
linigeri +.0 +.0 =12.0 =-12.0 380 1 2 129
liniger2 +.0 +.0 +.0 +.0 380 1 2 18.7
liniger3 +.6 +.5 =12.0 -12.0 380 1 2 18.8
hl = +.39062)~ 2 h2 = +.31250,~ 1

method sd1 sd2 sd3 sdl fev jev lu time
bw.euler —-.0 +.0 =12.0 =12.0 697 2 2  33.3
efsirk +1.6 +1.5 -5 - 1392 1 2 28.6
expfrkal -.0 +1.5 -.8 - 176 0 0 26.5
expfrk22 -5 +.4 -5 - 2784 0 0 19.5
expfrkik 2.4 2.1 -.6 -. 3480 0 0 22.1
expfrki2 6.7 6.2 -.6 -.3 2088 0 0 15.2
eferk +1.9 +1.2 +12.0 +.0 1392 1 0 37.7
linigeri +.0 +.0 =12.0 -—12.0 696 1 2 23.5
liniger2 -2 +.6 +.0 +.0 696 1 2 34
liniger3 +1.6 +1.5 +.0 +.0 696 1 2 34,3
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hl = +.19531— 2 h2 = +.31250~ 1

method sd1 sd2 sd3 sdl fev Jjev 1lu time
bw.euler -.0 +,0 =12.0 =12.0 761 2 2 36.L
efsirk +1.6 +1.5  +12.,0 +.0 1520 1 2 31.2
expfrkol -.0 +1.5 -3 -1.0 4560 0 o 27.8
expfrk22 -.5 +.b -5 +.0 3040 0 0 20.7
expfrkilk 2.4 2.1 -3 -.6 3800 0 0 26.7
expfrk12 -6.7 6.2 -5 +.0 2280 o 0 17.7
eferk +1.9 +1.2 +.0  +12.0 1520 1 0 u43.3
liniger1 +.0 +.0 =12.0 =12.0 760 1 2 25,6
liniger2 -.2 +.6 +.0 +.0 760 1 2 40,3
liniger3 +1.6 +1.5 +,0 +.0 760 1 2 38.5

Opmerkingen:

Hetzelfde verschijnsel, waarvan in voorbeeld 1 bij Liniger 2 sprake
was, doet zich nu voor bij de methoden expfrk<i><j> en eferk.

Voor grote hl representeren deze formules de laatste componenten goed
omdat ze aanpassing in complexe punten toelaten hetgeen ook geldt voor
Liniger 2. Uit de gegevens over het eindinterval blijkt dat daarop met een
zeer kleine stap moet worden gelntegreerd om nog enige nauwkeurigheid in de
oplossing te verkrijgen.

Deze moeilijkheid wordt veroorzaakt door de bijna zuiver imaginaire

eigenwaarden -1 * 10i.



Voorbeeld 3

Differentiaalvergelijking:

-10 +10 -10 1
0 -10h +10 =10
y' = y
0 0 =10 10
0 0 o -1 |
Beginvoorwaarden:
1
1
y(0) = .
1
1
Integratie-interval: [0,20].
Referentie-oplossing:
5 Y
v, = e, e—10 X, e, e—10 x 5
V. = 900¢ e-TOhx _1_ -0x
2 2 9%999
-X =10
v3 = (10e *)/9,
-x
Y)_I_ =€ B
met:
c =(1+——1—)/9oo e, = (
2 12208779 > 73

c =(-M__m+
L 9%9999 9

Stuurparameters: delta = 105, phi

1)/99999,

-10x
e

* 9x9999 ©

1.
9

c

+ c

10

9*999

= m, delta 2 = 10

-X
L€

=X
)

5305579999,

259
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results for integration until x = +.25,-3

hl = +.78125 5

method sd1 sd2 sd3 sdl fev Jjev
bw.euler -.9 +1.0 +8.0 +9.0 33 1
efsirk +h o1 +5.9  +11.7  +11.7 6L 1
expfrk23 +6.0 +8.0  +12.0 +11.7 160 0
expfrk22 +4.2 +6.1 +12,0  +11.7 128 0
expfrk13 +4.,2 +6.1  +12,0  +11.7 128 0
expfrk1l +.7 +2.6  +12,0 +11.7 n 0
eferk +6.0 +8.0  +11.7  +11.7 6L 1
linigeri +.1 +1.9 +8.9 +9.9 32 1
liniger2 +4.1 +5.9  +11.3  +11.6 32 1
liniger3 + 1 +5.9  +11.3  +11.6 32 1
h1 = +.39062— 5

method sd1 sd2 sd3 sdl fev Jjev
bw.euler -.6 +1.3 +8.3 +9.3 65 1
efsirk +5.3 +7.1  +11.4 +12.0 130 1
expfrk23 +7.5 +9.5 +12.0 +11.7 320 0]
expfrk22 +5.4 +T.3  +12.0  +11.7 256 0
expfrk13 +5,.4 +7.3  +12.0  +11.7 256 0
expfrk1l +1.3 +3.2  +12.0  +11.7 128 0
eferk +7.5 +9.5  +11.4  +72.0 128 1
linigeril +.7 +2.5 +9.5 +10.5 64 1
liniger2 +5.3 +7.1  +10.6 +10.8 64 1
liniger3 +5.3 +7.1 +10.6 +10.8 64 1

hl = +.,19531— 5

method sd1 sd2 sd3 sdk fev Jjev
bw.euler -3 +1.6 +8.6 +9.7 129 1
efsirk +6.5 +8.3 +12.0 +12.0 258 1
expfrk23 +8.4  +10.3  +12.0 +11.7 645 0
expfrk22 +6.6 +8.5 +12.0 +11.7 516 0
expfrk13 +6.6 +8.5 +12.0 +11.7 516 0
expfrkll +1.9 +3.8 +12.0 +11.7 258 0
eferk +8.4  +10.3 +12.0 +12.0 256 1
liniger1  +1.3  +3.1 +10.1 +11.0 128 1
liniger2  +6.5  +8.3 +10.3 +10.L 128 1
liniger3 +6.5 +8.3  +10.3  +10.4 128 1
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results for integration until x = +.204+2

hl = +,78125,4~ 5 h2 = +.79999,— 1

methode sd1 sd2 sd3 sdk fev Jjev lu time
bw.euler —.1 -1 -.1 -1 283 2 2  13.7
efsirk +3.9 +3.9 +3.9 +3.9 566 1 3 11.8
expfrk23 —=12.0 -=12.0 +1.6 +1.6 1410 0 0 8.9
expfrk22 —=12.0 =12.0 . +1.6 +1.6 1128 0 0 T.5
expfrk13 =12.0 =12.0 +.2 +.2 1128 0 0 7.6
expfrkil -12.,0 =12.0 +.2 +.2 564 0 0 L.8
eferk -12.0 -=12.0 +3.3 +3.3 564 1 0 17.0
liniger1 -1 -1 -1 -1 282 1 3 9.9
liniger?2 +1.7 +1.7 +1.7 +1.7 282 1 3 15.1
liniger3 +3.9 +3.9 +3.9 +3.9 282 1 3 15.4
hl = +.39062— 5 h2 = +.79999— 1

method sdl sd2 sd3 sdl fev jev lu time
bw.euler .1 =.1 -1 —.1 315 2 2 15.5
efsirk +3.9 +3.9 +3.9 +3.9 630 1 3 1k.7
expfrk23 -12.0 =12.0 +1.6 +1.6 1575 0 0 10.6
expfrk22 —=12.0 =12.0 +1.6 +1.6 1260 0 0 8.4
expfrk13 -12.0 -=12.0 +.2 +.2 1260 0 0 8.4
expfrkll -=12.0 =12.0 +.2 +.2 630 0 0 5.4
eferk -12.0 -=12.0 +3.3 +3.3 630 1 0 18.9
liniger1 -1 -1 -1 -1 315 1 3 10.8
liniger?2 +1.7 +1.7 +1.7 +1.7 315 1 3 15.7
liniger3 +3.9 +3.9 +3.9 +3.9 315 1 3 15.7
hl = +.39062y— 5 h2 = +.40000,— 1

method sd1 sd2 sd3 sdh fev jev lu time
bw.euler +.3 +.3 +.3 +.3 565 2 2 27.1
efsirk +4.8 +4.8 +4.,8 +4.8 1130 1 3 23.3
expfrk23 -12.0 —12.0 +2.3 +2.3 2825 0 0 17.8
expfrk22 —12.0 =12.0 +2.3 +2.3 2260 0 0 6.2
expfrkli3 =12.0 =12.0 +.5 +.5 2260 0 0 15.3
expfrkil -=12,0 =12.0 +.5 +.5 1130 0 0 10.4
eferk -12.0 =12.0 +4.3 +4.3 1130 1 0 36.1
liniger1 +.3 +.3 +3 +.3 565 1 3  20.2
liniger2 +2.3 +2.3 +2.3 +2.3 565 1 3 27.9
liniger3 +4.8 +4.8 +4.8 +4.8 565 1 3 27.9
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hl = +.19531yp~ 5 h2 = +.,40000y— 1

method sd1 sd2 sd3 sdk fev Jjev 1lu time
bw.euler +.3 +.3 +.3 +.3 629 2 2 30.1
efsirk +4.8 +4.8 +4.8 +4.8 1258 1 3 25.9
expfrk23 -12.0 -12.0 +2.3 +2.3 3145 0 0 19.7
expfrk22 -—12.0 -12.0 +2.3 +2.3 2516 0 0 16.7
expfrk13 =12.0 =12.0 +.5 +.5 2516 0 0 17.6
expfrkii -12.0 -=12.0 +.5 +.5 1258 0 0 10.6
eferk -12.0 =-12.0  +4,3  +4,3 1258 1 0 39.9
linigeri +.3 +.3 +.3 +.3 629 1 3 22.7
liniger2 +2.3 +2.3 +2.3 +2.3 629 1 3 33.4
liniger3 +4.8 +4.8 +4.8 +4,8 629 1 3  31.0

Opmerkingen:

De slechte resultaten (op het eindinterval) van de formules
expfrk<i><j> en eferk worden veroorzaakt door instabiliteit bij de gebruik-
te staplengte (zie (7.2L4)). Uit de analytische oplossing zien we dat voor
grote x alle componenten voorgesteld worden door cie"x (i=1,2,3,4). Dit is

in de resultaten gemakkelijk terug te vinden.



Voorbeeld k4

Differentiaalvergelijking:

--‘]Ol\L 103 0 0
o= 2103 10 o 0
0 0 =10 100
0 0 =100 -10_]
Beginvoorwaarden:
1
1
y(0) = .
1
1
Integratie-interval: [0,20].
Referentie-oplossing:
_ cos 103x * sin 103x
Y1,2 I >

10 'x
e

- Cos 100x * sin 100x
I3,h 10X .

Stuurparameters: delta = 1000¥101, phi =

m - arctan(.1), delta 2 = —phi.
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results for integration until x

hl = +.78125 U

method sdil
bw.euler -3.6
efsirk +2.0
expfrk2l +2.0
expfrk22 +.3
expfrkil +1.2
expfrki2 +.2
eferk +1.2
linigeri +.0
liniger2 +9.1
liniger3 +2.0
hl = +.39063m— L
method sd1
bw.euler —2.3
efsirk +3.3
expfrkal +4.0
expfrk22 +1.7
expfrkil +2.8
expfrki2 +.8
eferk +2.8
linigerl +.6
liniger2 +8.6
liniger3 +3.3

hl = +.19531m— L

method sd1
bw.euler —-1.2
efsirk +4,5

expfrkal +5.9
expfrk22 +3.0
expfrkil +4.4
expfrki12 +1.8
eferk +h.h
liniger1 +1.3
liniger2 +7.6
liniger3 +4.5
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sd3
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sdl
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fev Jjev
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results for integration until x = +.20,+2

h1 = +.78125= 4 h2 = +.79990~ 1

method sd1 sd2 sd3 sdl fev jev 1lu time
bw.euler +.0 +.0 +.0 +.0 283 2 13.8
efsirk 2.1 2.3 +.0 +.0 566 1 3 12.1
expfrkal -5.6 4.7 =-12.0 =-12.0 1698 0 0 11.8
expfrk22 -5.0 4.8 =—-12.0 =-12.0 1132 0 0 7.9
expfrkil 2.2 -1.8 =12.0 -12.0 1415 0 0 9.4
expfrki2 —2.2 2.8 =12.0 =-12.0 84g 0 0 T.3
eferk -2.2 —-2.2 -12.0 =12.0 564 1 0 15.8
liniger? +.0 +.0 +.0 +.0 282 1 3 9.8
liniger2 +12.0 +.0 +.0 +,0 282 1 3 15.3
liniger3 -.3 +.0 +.0 +.0 282 1 3 14.3
h1 = +.39063~ 4 h2 = +.79990,— 1

method sd1 sd2 sd3 sdk fev jev 1lu time
bw.euler +12.0 +.0 +.0 +.0 315 2 2 6.2
efsirk 2.6 2.8 +.0 +.0 630 1 3 13.3
expfrkal -5.7 -S4 =12.0 =12.0 1890 0 0 13.0
expfrk22 4.5 4.5 —=12.0 =-12.0 1260 0 0 8.8
expfrkih 3.0 2.8 =12.0 -=-12.0 1575 0 0 10.4
expfrk12 -2.0 —2.0 -12.0 =12.0 9ls5 0 0 8.1
eferk 2.6 -2.6 =12.0 -12.0 628 1 0 17.7
liniger? +.0 +.0 +.0 +.0 31k 1 3 11.8
liniger2 +12.0 +.0 +.0 +.0 314 1 3  15.8
liniger3 -3 +.0 +.0 +.0 314 1 3 16.7
hl = +.39063— 4 h2 = +.39995,— 1

method sd1 sd2 sd3 sdk fev Jjev lu time
bw.eulér +.0 -3 +.0 +.0 565 2 2 28.1
efsirk 2.4 2.4 +.0 +.0 1130 1 3 23.8
expfrk2l —4.8 L.k —12,0 -12.0 3390 o] 0 23.0
expfrka2 -5.0 4.8 -=-12.0 -12.0 2260 0 0 16.9
expfrkil -2.0 2.6 -=12.0 =12.0 2825 0 0 18.6
expfrki2 -1.6 —-2.0 =12.0 =-12.0 1695 0 0 13.6
eferk 2.2 2.6 =12.0 -=-12.0 1128 1 0 32,2
linigeri +.0 +.0 +.0 +.0 56k 1 3 19.3
liniger2 +.0 +.0 +.0 +.0 564 1 3 28.5
liniger3 +12.0 +12.0 +.0 +.0 564 1 3 28.9
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h1 = +.19531— 4 b2 = +.39995y— 1

method sd1 sd2 sd3 sdl fev Jjev 1lu time
bw.euler +.0 +.0 +.,0 +.0 629 2 2 31.0
efsirk 2.7 2.4 +.0 +.0 1258 1 3 26.3
expfrk2k  —5.1 -5.5 -12,0 =12.0 377+ 0 0 240
expfrke2 4.9 4.2 12,0 -12,0 2516 0 O 1T.k
expfrk1h —3.2 -3.0 -12.0 -12.0 3145 0] 0 20.7
expfrki2 2.4 -1.7 -=12.0 -12.0 1887 0 0 1.
eferk -1.3 2.4 -=12,0 -12.0 1256 1 0 35.0
linigeri +.0 +.0 +.0 +.0 628 1 3 21.4
liniger2 +.0 +.0 +.0 +.0 628 1 3  30.8
liniger3 +.0 +.0 +.0 +.0 628 1 3 31.0

Opmerkingen:

De resultaten vertonen veel overeenkomst met die van voorbeeld 2. Ook
hier blijkt weer dat het eindinterval met zeer kleine stap moet worden ge-
Integreerd, indien men althans gelnteresseerd is in relatieve precisie. De

absolute fout in de oplossing in het punt xe2 is namelijk van de orde
10—80.
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Voorbeeld 5

Differentiaalvergelijking:

— — — N -

' -
Y] 2 1 y1

.
. .
. - . .
. . . .
.
- .

M -
_?51_. B 1 %_ __y51 .
Beginvoorwaarden:
1
0
y(0) = . .
0

Integratie-interval: [0,20].

Referentie-oplossing:

1y(1o) = .875062221835810-2 . 1y(2o) = .312&111h537ho10-2 .
6y(1o) = .21550h298869310-1 . 6y(20) = .120u5h95257h510-1 .
27y(10) = .150160&355&&210-7 . 27y(zo) = .116295671oh1810-h .
51y(1o) = .h32533h3ooo7210-22, 51y(zo) = .189133069103510-13.

Stuurparameters: delta = 2 + 2 cos(m/51), delta 2 = 2 + 2 cos(n/26),
phi = 7.
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results for integration until x = +,10000,+2

hl = +.31250, O

method sd1 sd6 sd27 sd51
bw.euler -  +1.2 +2.9 -6 4.4 33
efsirk +5.6 +6.1 +3.3 +1.0 64
expfrk22 +4.,0 +h.7 +1.9 +.b4 128
expfrk21  +3.3  +3.9  +1.3 +.1 96
expfrk12 +2.h 44,0 +.7 +.0 9%
expfrkii +1.8 +3.6 +.3 +.0 64
eferk +4.8 +5.3 +2.7 +.7 6L
liniger1 +2.0 +3.8 +.2 -1.9 32
liniger2 +4,7 +5.4 +2.5 +.7 32
liniger3 +5.6 +6.1 +3.3 +1.0 32
hl = +.15625,— O

method sd1 sd6 sd27 sd51 fev
bw.euler +1.5 +3.5 —.2 2.7 65
efsirk +6.8 +7.3 +4.5 +2.3 128
expfrke2 +6.8 +7.2 +4.8 +2.0 256
expfrk21 +5.0 +5.5 +2.9 +1.0 192
expfrki2 +5.0 +5.5 +2.9 +1.,0 192
expfrkl1 +3.3 +3.9 +1.3 +.2 128
eferk +6.8 +7.2 +4.8 +2.0 128
liniger1 +2.6 +4.3 +.9 - 6L
liniger2 +6.8 +7.3 +4.5 +2.3 6l
liniger3 +6.8 +7.3 +4.5 +2.3 64
hl = +.78125,4 1

method sd1 sd6 sd27 sd51 fev
bw.euler +1.8 +4.0 +.2 -1.5 129
efsirk +8.0 +8.5 +5.7 +4.7 256
expfrk22 +8.0 +8.5 +6.0 +3.4 512
expfrk21 +5.9 +6.4 +3.8 +1.8 384
expfrk12 +5.9 +6.4 +3.8 +1.8 384
expfrk1l +3.9 +4,5 +1.9 +.6 256
eferk +8.0 +8.5 +6.0 +3.4 256
liniger? +3.2 +4.9 +1.5 +.3 128
liniger2 +8.0 +8.5 +5.7 +4.7 128
liniger3 +8.0 +8.5 +5.7 +4.7 128

(]

= = =2 00000 ==g
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e X o Xo Xo R I
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results for integration until x = +.20000,5+2

h1 = +.31250y—~ 0  h2 = +.31250,~ O

method sd1 sd6 sd27 sd51 fev jev 1lu time
bw.euler +1.5 +1.9 +.6 -1.3 65 2 2 T1.3
efsirk +6.5 +7.5 +5.8 +2.8 128 1 1 78.2
expfrka2 +4,6 +5,2 +3.8 +1.6 256 0 0 18.9
expfrk21 +3.9 +4.5 +3.1 +1.0 192 0 0 16.6
expfrki2 +2.7 +3.0 +1.7 +.5 192 0 0 15.0
expfrki1i +2.1 +2.4 +1.1 +.1 128 0 o0 12.7
eferk +5.7 +6.8 +5.2 +2,2 128 1 0 62.6
. linigeri +2.2 +2.6 +1.3 -2 64 1 1 bs5.9
liniger?2 +5.2 +5.8 +4.4 +2.1 6L 1 1 90.5
liniger3 +6.5 +7.5 +5.8 +2.8 6k 1 1 90.4
hl = +.156255~ 0 h2 = +.31250,~ O
method sd1 sd6 sd27 sd51 fev jev 1lu time
bw.euler +1.7 +2,0 +.7 -1.0 97 2 2 95.5
efsirk +6.7 +7.8 +6.1 +3.1 192 1 2 126.9
expfrk22 +4.9 +5.5 +b4.1 +1.9 384 0] 0 29.2
expfrk21 +4.2 +4.8 +3.4 +1.3 288 0 0 22.3
expfrki12 +3.0 +3.3 +2.0 +.7 288 0 0 23.8
expfrkii +2.4 +2.7 +1.4 +.3 192 0 o 18.
eferk +6.0 +T.1 +5.5 +2.5 192 1 0 93,2
liniger1 +2.5 +2.8 41,5 +.1 9% 1 2 4.8
liniger2 +5.5 +6.1 +h,7 +2.4 96 1 2 145.3
liniger3 +6.7 +7.8 +6.1 +3.1 9% 1 2 147.5
hl = +.15625y~ 0 h2 = +.15625, 0
method sdi sd6 sd27 sd51 fev jev lu time
bw.euler +1.8 +2.2 +.9 -.6 129 2 2 120.0
efsirk +T7.7 +8.7 +7.0 +4.0 256 1 1 129.8
expfrk22 +8.0 +9.3 +T.4 +h4o1 512 0 0 138.4
expfrk21 +5.9 +7.0 +5.4 +2.5 384 0 0 31.2
expfrki2 +5.9 +7.0 +5.4 +2.5 384 0 0 31.2
expfrk11 +3.9 +4.5 +3.1 +1.0 256 0 0 23.9
eferk +8.0 +9.3 +T.4 +4.1 256 1 0 123.9
liniger1 +2.8 +3.2 +1.9 +.5 128 1 1 80.6
liniger2 +7.7 +8.7 +7.0 +4.0 128 1 1 156.0
liniger3 +7.7 +8.7 +7.0 +4.0 128 1 1. 156.8
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h1 = +.78125¢ 1  h2 = +.15625,~ O

method sd1 sd6 sd27 sd51 fev Jjev lu time
bw.euler +2.0 +2.3 +1.0 -.b 193 2 2 166.2
efsirk +7.9 +9.0 +Te3 +4.3 384 1 2 207.0
expfrka2 +8.3 +9.6 +T7.7 +4.3 768 0 0 56.8
expfrk21 +6.2 +T.3 +5.7 +2.7 576 o] 0 h7.5
expfrk12 +6.2  +7.3 5.7 +2.7 576 0 0 6.0
expfrkl1 +4.1 +h 7 +3.3 +1.2 38L 0 0 36.4
eferk +8.3 +9.6 +7.7 +4.3 384 1 0 183.9
liniger1 +3.0 +3.4 2.1 +.8 192 1 2 127.3
liniger2 +7.9 +9.0 +7.3 +4,3 192 1 2 2u45.7
liniger3 +7.9 +9.0 +7.3 +4.3 192 1 2 245.5
Opmerkingen:
De analytische oplossing luidt
1 2! ikm im im
ky(x) =5 iZ1 2 sin 55 sin 52 exp(-2x+2x cos -é-é-), k=1,...,51.

Met behulp van deze uitdrukking voor ky(x) is in dubbele lengte de refe-
rentie-oplossing in x = 10 en x = 20 berekend. Aangezien alle eigenwaarden
op het interval (-4,0) liggen, kunnen we niet direkt spreken van een stijf
stelsel differentiaalvergelijking. Met een betrekkelijk grote integratie-
stap kan dan ook een redelijke precisie worden berekt.

Verder zien we dat bij dezelfde h2 halvering van hl bijna geen invloed
heeft.
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Voorbeeld 6

Differentiaalvergelijking: (zie [4])

-1800 900 0 ... O ... 0 o
1 -2 1 0 o o o 0
0 1 =2 1 .
y' = y o+
0 1 =2 1 0
-20 1000 .
Lo 0 1000 -2000 | oo | 1000_]
Beginvoorwaarden:
[¢]
0
y(0) = . .
0

Integratie-interval: [0,20].

Referentie-oplossing:

1y(1/32) = .109322326352010-1h, 1y(2o) = .77609&092115010-1,
W(1/32) = .1093753h6196610-9, hy(eo) = .325852979122&10-0,
7y(1/32) = .228117320862310-3, 7y(20) = .63727623328h910-o,
9y(1/32) = .507392736233710-0, 9y(20) = .877567960526010-0.

Stuurparameters: delta = 2000.50037531k, delta 2 = 1800.500417052, phi = .
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results for integration until x

hl = +.97656— 3

method sd1
bw.euler +.0
efsirk +h4 41
expfrk23 +2.9
expfrk21 +1.9
expfrki2 +1.0
expfrkll +.6
eferk +3.5
linigeri +.6
liniger2 +2.9
liniger3 +4.1
h1 = +.48828,~ 3
method sd1
bw.euler +.b
efsirk +5.3
expfrk23 +8.2
expfrk21 +3.9
expfrki12 +3.9
expfrkii +2.1
eferk +5.9
linigeri +1.2
liniger2 +5.3
liniger3 +5.3

1 = +.24 1k 3

method sdi
bw.euler +.7
efsirk +6.5

expfrk23 +9.7
expfrk21 +4.8
expfrkl2 +4.8
expfrkil +2.
eferk +7
linigeri +1
liniger2 +6.
liniger3 +6

3

b\m b Fowwmut o &

+

+

nww +
o o

+ +

+ + +
W= F+ =
. o o o

+

sd7
+1.5
+8.8
+6.0
+4.9
+2.3
+1 09
+8.1
+2.0
+6.0
+8.8

sdT
+2.1
+12,0
+12.0
+9.L
+9.4
+5.7
+11.3
+3.2
+11.2
+11.2

+.31250,—1

sd9
+5.0
+12.0
+9.7
+8.6
+5.8
+5.3
+11.7
+5.5
+9.7
+11.7

sd9
+5.3
+12.0
+11.7
+12.0
+12.0
+8.7
+12.0
+6.1
+12,0
+12.0

sd9
+5.6
+11.7
+12.0
+12.0
+12.0
+9.3
+11.7
+6.7
+11.7
+11.7

fev
129
256

384
384
256
256
128
128
128

i

N e N o X o Xo e
S =2 a2 00000 ==g¢g
—_ = =JU = T\ D OV

FEDW—= 2 = DWW
.

Ce

o

<

'_.l

<

.......E
VWO NNV N o=

e X o X o Xo N
[OVTONO DO £ OV

Ce
o
P
-
s
P
N F

PO @uuviv o
) (] ) . . .
O3 vLLGgo

B P =m0 000 = -
422 00000==a¢g

—



273

results for integration until x = +.20000,+2

h1 = +.97656~ 3 h2 = +.15601, O

method sd1 sdl sd7 sd9 fev jev 1lu time
bw.euler +2.3 +2.4 +2.8 +3.h4 161 2 2 18.5
efsirk +7.8 +7.8 +7.9 +8.5 320 1 2 16.2
expfrk23 —12.0 =—=12,0 =-12,0 =12.0 800 0 0 11.4
expfrk21 -12.0 -12.0 -12.0 -12.0 L80o 0 0 T
expfrkil2 -12,0 -12.0 -12.0 -=12.0 480 0 0 Tel
expfrk11 -12.0 =12.0 =12,0 -=12.0 320 o] 0 5.4
eferk -12.0 -12.0 -12.0 -12.0 320 1 0 17.9
linigerl +2.3 +2.4 +2.8 +3.4 160 1 2 12.3
liniger2 +4.7 +4.7 +5.1 +5.7 160 1 2 19.1
liniger3  +7.8  +7.8  +7.9  48.5 160 1 2 19.8
h1 = +.48828;~ 3 h2 = +.156014— O

method sd1 sdk sd7 sd9 fev jev 1lu time
bw.euler +2.3 +2.4 +2.8 +3.4 193 2 2 22.1
efsirk +7.8 +7.8 +7.9 +8.5 384 1 2 20.0
expfrk23 -12.0 -12.0 =12.0 -=12,0 960 0 0 13.7
expfrk21 —=12.0 =12.0 =12.0 =12.0 576 0 0 8.7
expfrki2 -=12,0 -=12.0 -=12.0 -=12.0 576 0 0 8.8
expfrkili -12.0 -12.0 -12.0 -=12.0 384 (0] 0 Tk
eferk -12.0 -12.0 -12.0 -=12.0 384 1 o] 20.1
linigeri +2.3 +2.4 +2.8 +3.4 192 1 2  15.4
liniger2 +4,7 +4.7 +5.1 +5.7 192 1 2 23.3
liniger3 +7.8 +7.8 +7.9 +8.5 192 1 2  22.3
ht = +.48828y—~ 3 h2 = +.78003,— 1

method sd1 sdl sa7 sd9 fev jev lu time
bw.euler +2.6 +2.7 +3.1 +3.7 321 2 2 35.2
efsirk +8.4 +8.7  +10.5  +11.7 640 1 2 33.2
expfrk23 -=12.0 -12.0 -=12.0 =12.0 1600 0 0 20.8
expfrk21 -=12,0 =12.0 =12.0 =12.0 960 0 0 15.0
expfrki2 -=12,0 -9.8 -1 +.9 960 0 0 14,2
expfrkll  =12.0 =12.0 =12.0 =12.0 60 0 0 11.6
eferk -12.0 -12.0 -12.0 -12.0 640 1 0 34,6
liniger1 +2.6 +2.7 +3.1 +3.7 320 1 2 23.8
liniger2 +5.3 +5.3 +5.7 +6.3 320 1 2 38.4
liniger3 5 +8.7  +10.5  +10.k4 30 1 2 37.5
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h1 = +.241hy— 3 h2 = +.78003,~ 1

method sd1 sdl sd7 sd9 fev Jjev 1lu time
bw.euler +2.6 +2.7 +3.1 +3.7 385 2 2 ka5
efsirk +8.5 +8.7  +10.6 +11.7 768 1 2 39.5
expfrk23 -12.0 =12.0 =12.0 =-12.0 1920 0 0 25.0
expfrk21 -12,0 =12.0 =12.0 =12.0 1152 0 0 16.9
expfrkl2 -12,0 8.7 +1.3 +3.2 1152 0 0 16.9
expfrk1l =12.0 =12.0 =12.0 =12.0 768 0 0 12.9
eferk -12,0 =12.0 =12.0 -12.0 768 1 0 Lo.2
linigeri +2.6 +2.7 +3.1 +3.7 384 1 2 28.4
liniger2 +5.3 +5.3 +5.7 +6.3 384 1 2 43.8
liniger3 +8.5 +8.7 +10.5 +10.L4 384 1 2 Ls5.1

Opmerkingen:

We hebben de referentie-oplossing op twee manieren bepaald: namelijk
door de eigenwaarden en eigenvectoren van het stelsel numeriek te bereke-
nen, en door numerieke integratie met Liniger 2, waarbij een zeer kleine
stap gebruikt werd (als kleinste waarde van h1 1/1638L4, en van h2 1/128).
Extrapolatie van de op deze manier verkregen resultaten leverde de referen-
tie-oplossing op in xel; in dit punt was de oplossing met behulp van eigen-
vectoren door cijferverlies niet nauwkeurig. Voor de referentie-oplossing

in xe2 hebben we de met eigenvectoren berekende waarde genomen.

Uit de tabellen voor xe2 blijkt dat de methoden expfrk <i><j> en eferk
instabiel zijn bij deze staplengten. Dit wordt veroorzaakt doordat -delta 2
niet in het stabiliteitsgebied van deze methoden ligt, omdat steeds in het
punt -delta aangepast werd. We vermijden deze instabiliteit echter door al-
ternerend in -delta en -delta 2 aan te passen, zoals uit de volgende resul-
taten blijkt:



275

results for integration until x = +,20000,+2

hl = +.97656,— 3  h2 = +.15601,— O

method sd1 sdl sd7 sd9 fev Jev 1lu time
expfrk23  +4.7  +b.7  45.1  +5.% 800 0 0 13.2
expfrk21 +4.6 +4.7 +5.1 +4 .6 480 0 0 8.2
expfrki2 +2.3 +2.4 +2.8 +3.4 480 0 0 9.3
expfrkll +2.3 +2.4 +2.8 +3.4 320 0 0 6.4
eferk -10.8 -10.5 -12.0 -=12.0 320 1 0 17.8

h1 = +.48828—~ 3  h2 = +.15601,~ O

method sd1 sdl sd7 sd9 fev Jjev 1lu time
expfrk23 +4.6 +4.7 +5.1 +6.0 960 0 0 15.2
expfrk21 +4.6 +h 7 +5.1 +4,3 576 0 0 9.5
expfrki2 +2.3 +2.4 +2.8 +3.4 576 0 0 10.7
expfrki1l +2.3 +2.4 +2.8 +3.4 38L 0 0 7.6
eferk 5.2 6.0 =12.0 -12.0 38L4 1 0 21.3
hl = +.48828,— 3 h2 = +.78003,~ 1
method sd1 sdl sd7 sd9 fev Jjev lu time
expfrk23 +5.3 +5.0 +5.7 +6.3 1600 0 0 27.2
expfrk21 +5.3 +5.3 +5.7 +5.0 960 0 0 16.1
expfrk12 +2.7 +2.8 +3.1 +3.7 960 0 0 17.4
expfrkii +2.6 +2.7 +3.1 +3.7 640 0 0 12.k4
eferk +8.7 +8.4 +8.5 +5.1 6Lo 1 0 35.7
hl = +.2414y— 3 hn2 = +.78003,~ 1
method sd1 sdk sd7 sd9 fev jev 1lu time
expfrk23 +5.3 +5.L +5.7 +6.3 1920 0] 0 31.k4
expfrk21 +5.3 +5.3 +5.7 +5.6 1152 0 0 19.7
expfrk12 +2.7 +2.8 +3.1 +3.7 1152 0 0 20.3
expfrkll +2.6 +2.7 +3.1 +3.7 768 0 0 14,6
" eferk +8.7 +8.4 +8.5 +5.2 768 1 0 .3
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Voorbeeld T

Differentiasalvergelijking: (zie [5])

¥} = =1000y, (y,+y,~1.999987)

' = -
Y5 25OOY2(Y1+Y2 2).
Beginvoorwaarden:

y(0) = (7).

Integratie~interval: [0,501].

Referentie-oplossing:

-5976546988

>
-
—
o\_l
2l
L
n

999853854436, y1(50)

= 1.0001L4243203, y2(50) 1.4023434075.

>
n
—
o\_\
2|
-
1

Stuurparameters: phi = 7, delta en delta 2 werden iedere stap als volgt
berekend:

max(]51|,|62|), als Re §, < 0 of Re §, < O,

0 , als Re 61 > 0 en Re 62 > 0,

delta =

min(lé1|,|62|), als Re §, < 0 en Re §, < 0,

0 , als Re 61 > 0 of Re 61 > 0,

delta 2 =

waarin 61 en 62 de eigenwaarden van de jacobiaan zijn.
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results for integration until x = +.15625 1

nl = +.48828,~ 3

method sd1 sd2 fev jev 1lu time
bw.euler +9.9 +9.9 33 1 1 .9
efsirk +10.9  +11.0 6L 32 32 1.7
expfrk23  +11.0  +11.3 160 0 0 1.3
expfrk22 +11.1  +11.0 128 0 0 1.0
expfrki13 +10.9 +11.0 128 0 0 1.1
expfrkll  +10.2 +10.2 6L 0 0 .6
eferk +11.0  +11.0 6L 32 0 1.0
liniger1 +10.5 +10.L4 32 32 32 1.5
liniger2 +11.2 +11.3 32 32 32 2.0
liniger3 +11.2 +11.3 32 32 32 2.0
h1 = +.244104,— 3

method sd1 sd2 fev jev 1lu time
bw.euler +10.2 +10.2 65 1 1 1.8
efsirk +10.8  +10.9 128 64 6L 3.6
expfrk23 +11.0  +11,1 320 0 0 1.6
expfrk22 +11.1  +11.3 256 0 0 1.3
expfrkl3  +11.1  +11.3 256 0 0 1.3
expfrk11l  +11.1  +11.3 128 0 0 .9
eferk +11.0  +11.0 128 64 0 1.8
linigerl +11.4  +11.3 64 6L 64 2.9
liniger2 +10.8 +10.8 6L 6L 6L b7
liniger3 +10.8 +10.8 64 64 64 k.0
hl = +.12207,~ 3

method sd1 sd2 fev jev 1lu time
bw.euler +10.6 +10.7 129 1 1 3.4
efsirk +11.1  +11.3 256 128 128 T.2
expfrk23  +11.3  +11.Lk 640 0 0 3.2
expfrk22  +11.1  +11.3 512 0 0 2.7
expfrki3  +11.1  +11.3 512 0 0 2.6
expfrkll  +11.0  +11.1 256 0 0 1.8
eferk +11.3  +11.7 256 128 0 LL
linigerl +11.0 +11.0 128 128 128 6.0
liniger2 +12.0 +11.7 128 128 128 8.2
liniger3 +12.0 +11.7 128 128 128 8.0
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results for integration until x = +.50000,+2

h1 = +.48828,~ 3

method sd1
bw.euler +3.1
efsirk -12.0

expfrk23 +5.8
expfrk22 -12,0
expfrki3 +3.1
expfrkii +3.1
eferk -12.0
linigeri +3.1
liniger2 +5.9
liniger3 +T.5

hl = +.2441h - 3

method sd1
bw.euler +3.1
efsirk - -12.0

expfrk23 +5.8
expfrk22 =12.0
expfrki13 +3.1
expfrkii +3.1
eferk -12.0
liniger1 +3.1
liniger2 +5.9
liniger3 +Te5

BT = +.2Ukky 3

method sd1
bw.euler +3.4
efsirk +8.3

expfrka3 +7.0

expfrk22 +6.7
expfrki3 +3.4
expfrk11 +3.4
eferk’ +8.3
linigeri +3.4
liniger2 +6.5
liniger3 +7.5

h2 = +.390504— 0

sd2 fev
+3.5 231
-12.0 320
+5.3 800
-12.0 640
+3.5 640
+3.5 320
-12.0 320
+3.5 288
+6.2 288
+7.8 288
h2 = +.39050,—
sd2 fev
+3.5 263
-12.0 384
+5.5 960
-12.0 768
' +3 05 768
+3.5 384
-12.0 384
+3.5 320
+6.2 320
+7.8 320
h2 = +,19525~
sd2 fev
+3.8 321
+8.7 640
+6.5 1600
+6.5 1280
+3.8 1280
+3.8 640
+8.7 640
+3.8 576
+6.9 576
+7.8 576

Jev
2
160
0
0
0
0
160
160
160
288

o
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hl = +.1220Ty—= 3 h2 = +.19525; O

method sd1 sd2 fev jev 1lu time
bw.euler +3.4 +3.8 385 2 2  10.2
efsirk +8.2 +8.7 768 384 384 21.6
expfrk23 +6.5 +6.2 1920 0 0 12.7
expfrk22 +6.7 +6.5 1536 0 0 10.3
expfrki13 +3.4 +3.8 1536 0 0 1.6
expfrk11 +3.h +3.8 768 0 0 6.3
eferk +8.2 +8.5 768 384 0 11.5
liniger1 +3.4 +3.8 640 384 384 22,6
liniger2 +6.5 +6.9 6L0 384 384 29.5
liniger3 +T7.5 +7.8 640 640 640  L40.3

Opmerkingen:

De referentie-oplossing werd bepaald met behulp van MULTISTEP.
Uit de 4€ en Se tabel blijkt dat efsirk en eferk gevoelig zijn voor een
sterk veranderende jacobiaan. Integreren we bij deze procedures namelijk
met een te grote h2 dan zal dit aanleiding geven tot instabiliteit omdat de
differentiaalvergelijking dan, locaal gezien, niet meer als lineair te be-

schouwen is.
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Voorbeeld 8

Differentiaalvergelijking: (zie [3])

= -
vy = -2(y,7y,)
1 = - -
y5 = 10y, (60 .125y3)y2 + .125y3
' =
y3 1.
Beginvoorwaarden:
0
y(o) ={o0 | .
0

Integratie-interval: [0,400].

Referentie-oplossing:

¥,(1) = .1910911314kog, -3, y,(k00)

¥,(1) = .2083621007881, -2, y,(k00)

y3(1) 1, y3(hoo)

Stuurparameters: phi = m, delta en delta 2 werden

rekend als in voorbeeld T.

22.2k222011,
27.11071335,

Loo.

op dezelfde manier be-
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results for integration until x = +.700004+1

hl = +.31250,~ 1

method sd1 sd2 sd3 fev Jjev 1lu time
bw.euler +1.5 +3.4  +12.0 35 1 1 1.3
efsirk +6.2 +6.3  +12.0 64 32 32 4.3
expfrkii +1.9 +3.7 +12.0 6k 0 0 .7
expfrki12 +2.4 +4,2  +12,0 % 0 0 1.0
expfrki3 +2.9 +4,7  +12.0 128 0 0 1.2
expfrk21 +4.8 +6.8  +12.0 96 0 0 .9
eferk +6.2 +6.3  +12.0 64 32 0 1.4
linigeri +2.1 +3.9 +12.0 6L 32 32 3.1
liniger2 +5.8 +6.4 +12,0 64 32 32 .2
liniger3 +6,2 +8.3  +12.0 64 64 64 6.2
hl = +,15625,~ 1

method sd1 sd2 sd3 fev jev 1lu time
bw.euler +1.8 +3.7 +12.0 67 1 1 2.5
efsirk +6.2 +7.3  +12.0 128 64 64 6.0
expfrkii +.9 +6.4  +12,0 128 0 0 1.8
expfrk12 +6.3 +7.0  +12.0 192 0 0 1.3
expfrki3 +6.3 +7.3  +12.0 256 0 0 1.6
expfrk21 +6.3 +7.0  +12,0 192 0 0 1.4
eferk +6.2 +7.2  +12.0 128 64 0 2.6
liniger1 +2.7 +4.5  +12,0 128 64 64 6.3
liniger2 +6.1 +7.0 +12.0 128 64 64 8.5
liniger3 +6.2 +8.3  +12.0 128 128 128 13.0
hl = +,78125,— 2

method sd1 sd2 sd3 fev Jjev 1lu time
bw.euler +2.1 +.0 +12.0 129 1 1 b7
efsirk +6.2 +9.1  +12.0 256 128 128 12.0
expfrk11 +5.4 +7.1  +12.0 256 0 0 2.1
expfrki2 +6.2 +7.6  +12.0 384 0 0 2.6
expfrki3 +6.2 +7.8  +12.0 512 0 0 3.2
expfrk2l +6.2 +7.6  +12.0 384 0 0 3.4
eferk +6.2 +8.9 +12.0 256 128 0 L.9
linigeri1 +3.2 +5.1  +11.7 256 128 128 12.3
liniger2 +6.2 +7.7 +12.0 256 128 128 17.7
liniger3 +6.2 +8.3  +12.0 256 256 256 24,5
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results for integration until x = +.

hl = +.312504— 1
method sd1
bw.euler +2.1
efsirk +4.8
expfrkiil +2.,0
expfrki2 +2.1
expfrkil3 +2.2
expfrk21 +4.L
eferk +4.8
linigeri +2.0
liniger2 +3.6
liniger3 +7.0

h1 = +,15625,— 1

method sdil
bw.euler +2.1
efsirk +4.8
expfrkili +2.0
expfrki2 +2.1
expfrki3 +2,2
expfrk21 +4.4
eferk +4.8
liniger1 +2.0
liniger? +3.6
liniger3 +7.0
hl = +.15625, 1
method sdi
bw.euler +2.2
efsirk +5.9
expfrk11 +2.4
expfrkil2 +2.6
expfrki13 +2.9
expfrk21 +5.0
eferk +5.9
linigeri +2.5
liniger? +4.3
liniger3 +8.5

n2 = +,779304 0

sd2 sd3
+2.1 +12,0
+3.2  +12.0
+2.1 +12.0
+2.2 +12.0
+2.3 +12.0
+3.6  +12.,0
+3.2 +12,0
+2.1 +12,0
+3.6  +12.0
+6.3

+12.0

h2 = +.77930— O

sd2 sd3
+2.1 +12.0
+3.2 +12.0
+2.1 +12.0
+2.2 +12.0
+2.3 +12.0
+3.6  +12.0
+3.2 +12,0
+2.1 +12.0
+3.6  +12.0
+6.3 +12.,0

n2 = +,38965, 0

sd2 sd3
+2.3  +12.0
+4.2  +12.0
+2.5 +12.0
+2.7 +12.0
+2.9 +12.0
+5.2 +12.0
+4,2  +12.0
+2.,5 +12.,0
+4.2  +12.0
+7-3 +12.0

40000,+3

fev
1338
1088
1088
1632 0
2176 0
1632 0
1088 5.4k
1088 544
1088 544
1088 1088

Jjev
12
5kl
0

fev
1370 12
1152 576
1152 0
1728 0
2304 0
1728 0
1152 576
1152 576
1152 576
1152 1152

jev

fev
2145 6
2176
2176 0
3264 0
4352 0
3264 0
2176 1088
2176 1088
2176 1088
2176 2176

lu
12
Slaly

time
39.9
51.2
11.0
15.4
19.8
13.9
22.7
52.0
70.8
103.9

time
k1.0
53.4
1.4
15.8
20.2
1.4
23.8
55.0
4.9
110.0

time
67.0
10077
21.7
30.2
38.7
27.4
45,2
103.9
140.9
207.8
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hl = +.78125— 2 h2 = +.38965,— O

method sd1 sd2 sd3 fev Jjev lu time
bw.euler +2.2 +2.,3 +12.0 2207 6 6 68,2
efsirk +5.9 +4,2 +12.0 2304 1152 1152 106.7
expfrk11 +2.4 +2.5  +12.0 2304 0 0 22.8
expfrkl2  +2, +2.7 +12.0 3456 0 0 31.5
expfrk13 +2. +2.9  +12.0 L608 0 0 Lo.3
expfrk21 +5. +5.2 +12.0 3456 0 0 28.7
eferk + +12.0 2304 1152 0 u7.6

+2.5  +12.0 2304 1152 1152 109.9
+4.2  +12.,0 2304 1152 1152 148.4
+7.3  +12.0 2304 2304 2304 219.9

liniger2 +

2
5
5
linigeri +2.
L
liniger3 +8

\fluJ\nCO O\W0 O\
+
=
.
o

Opmerkingen:

Oock van dit probleem werd de referentie-oplossing bepaald met behulp
van MULTISTEP.
Het verloop van de resultaten bij dit probleem verschilt in wezen niet

van dat bij vorige voorbeelden.
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Voorbeeld 9

Differentiaalvergelijking: (zie [61])

¥} = .01 = [1+(y,+1000)(y,+1)1(.0T+y, +y,)
v = .01 = (14y2)(.01+y, +y.)
2" 2’ 172"
Beginvoorwaarden:
0
y(0) = ().

0

Integratie-interval: [0,1001].

Referentie-oplossing:

1y =
y1(§§) = -.10281693097, =1, y,(100) = -.9916420658355,

.3018601310-3, y2(100) .9833363542311.

1

Stuurparameters: phi = m, delta en delta 2 werden op dezelfde manier be-

rekend als in voorbeeld T.
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results for integration until x = +.31250,~1

hl = +.97656,~ 3

method sd1 sd2 fev jev 1lu time
bw.euler +5.8 +4 .3 Ll 1 1 1.1
efsirk +6.9 +5.3 64 32 32 1.8
expfrk23 +6.5 +h.9 160 0 0 9
expfrk21 +8.2 +6.6 96 0 0 .6
expfrk22 +6.4 +4.8 128 0 0 .8
expfrkil2 +8.2 +6.6 96 0o o0 .6
eferk +7.1 +5.5 64 32 0 .9
linigeri +6.2 +4.6 66 32 32 2.1
liniger? +6.4 +4.8 66 32 32 2.7
liniger3 +7.4 +5.8 66 66 66 3.9
h1 = +.48828,~ 3
method sd1l sd2 fev Jjev 1lu time
bw.euler +£.,0 +4.5 79 1 1 2.0
efsirk +7.7 +6.2 128 64 64 3.7
expfrk23 +T7.0 +5.5 320 0 (0] 1.7
expfrk21 +T7.2 +5.7 192 0 0 1.2
expfrk22 +7.0 +5.5 256 0 0 1.5
expfrkil2 +7.2 +5.7 192 0] 0 1.2
eferk +7.8 +6.3 128 64 0 1.9
liniger? +6.7 +5.2 130 64 64 4.1
liniger2 +6.8 +5.3 130 64 64 5.l
liniger3 +8.8 +7.0 130 130 130 7.6
h1 = +.2bk 1l 3
method sd1 sd2 fev Jjev 1lu time
bw.euler +6.3 +4.8 148 1 1 3.7
“ efsirk +8.5 +Ta1 256 128 128 7.3
expfrk23 +7.6 +6.1 640 0 0 3.4
expfrk21 +7.7 +6.2 384 0 0 2.4
expfrk22 +7.6 +6.1 512 0 0 2.9
expfrki2 +T.7 +6.2 384 6] 0 2.4
eferk +8.5 +7.2 256 128 0 3.7
liniger1 +7.3 +5.8 257 128 128 8.2
liniger?2 +T.4 +5.8 257 128 128 10.6
liniger3 +8.9 +8.2 257 257 257 15.0
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results for integration until x = +.100004+3

hl = +.97656~ 3 h2 = +.39050,— O

method sd1 sd2 fev Jev 1lu time
bw.euler +3.7 +3.5 325 L L 8.3
efsirk +h.5 +5.2 576 288 288 16.1
expfrk?3  +5.0 +5.1 1o 0o 0 11.2
expfrk2l  +4,9  +5.1 8L 0 0 6.7
expfrk22 +5.8 +5.1 1152 0 0 9.0
expfrki2 +3.5 +3.4 86k 0 0 Tl
eferk +4.5 +5.2 576 288 0 9.2
liniger? +3.4 +3.4 578 288 288 18.L4
liniger2 +4.6 +4,6 578 288 288 25.3
liniger3 +5.6 +6.0 578 578 578 34,5

h1 = +.48828y~ 3  h2 = +.39050,— O

method sd1 sd2 fev jev 1lu time
bw.euler +3.7 +3.5 360 L b 9.2
efsirk +4.5 +5.2 640 320 320 17.9
expfrk23 +5.0 +5.1 1600 0 0 12,1
expfrk21 +4.9 +5.1 960 0 0 T3
expfrk22  +5.8  +5.1 1280 0 0O 9.7
expfrk12 +3.5 +3.4 960 0 0 8.0
eferk +4.5 +5.2 640 320 0 10.1
linigeri +3.4 +3.4 6hke 320 320 20.k4
liniger2  +4.6  +4.6 62 320 320 26.5
liniger3 +5.6 +6.0 6o 6h2 6h2  37.L

h1 = +.48828y~ 3 h2 = +.195254 0

method sd1 ‘sd2 fev Jjev 1lu time
bw.euler +3.1 +3.3 609 2 2  15.7
efsirk +5.4 +6.2 1152 576 576 33.0
expfrke3 +5.4 +5,6 2880 0 0 22.7
expfrk2l +5.9 +5.7 1728 0 0 13.4
expfrke2 +5.5 +5.7 2304 0 0 17.9
expfrki2 +4.0 +3.9 1728 0 0 14.8
eferk +5.4 +6.2 1152 576 0 18.4
liniger1 +3.8 +3.8 1154 576 576 36.7
liniger2 +5.1 +5.2 1154 576 576 L49.9
liniger3 +6.8 +7.0 1154 1154 1154 69.1
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hl = +.2441ky~ 3 h2 = +.19525,~ O

method sd1 sd2 fev jev 1lu time
bw.euler +3.1 +3.3 678 2 2 17.5
efsirk +5.54 +6.2 1280 640 640  36.0
expfrk23 +5.4 +5.6 3200 0 0 25.0
expfrk21 +5.9 +5.7 1920 0O 0 1tk.9
expfrk22 +5.5 +5.7 2560 0 0 19.3
expfrkl12 +4,0 +3.9 1920 0 0 16.0
eferk . +5.4 +6.2 1280 64O 0 20.3
liniger1 +3.8 +3.8 1281 640 64O  Lo.T
liniger2 +5.1 +5.2 1281 640 64O 54,0
liniger3 +6.8 +7.0 1281 1281 1281  T5.4

Opmerkingen:

De referentie-oplossing van dit probleem werd met MULTISTEP bepaald.
Opvallend is dat op het begin-interval expfrk 12 minstens zulke nauwkeurige
resultaten geeft als de methoden expfrk 2<j>, hetgeen tot nu toe niet eer-

der is voorgekomen.
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Voorbeeld 10
Differentiaalvergelijking: (zie [T7])
vy = Ky
Yo = Kgyy ¥ KKy *+ K gKnys - Keyoyg - Kygvo¥yp - KoYy
vy = Ky, = Koyg = Kgypvs = Koy v + KyKy, + KoK
v, = Kaypys - KigKgyy, - Ky,
vs = Kio¥o¥io — KigKds - XY
vg = K¥0¥3  KiKYg ~ Kg¥g
¥y = Kigvie ~ Kookt - Kig¥y
vh = Xg¥qo - Ki3%q08 — K078
vy = Xy * Kig¥s * Kg¥g * Kig¥y
Yio = Ks¥3 * Kiofqudg * Koy * Ky3Kq9g - Kq¥qo¥s
= Ki¥i0%12 ~ K6¥10 ~ XoV10
711 = KioYs
Yio = K10 * K19Kn¥s * KooKy - Kis¥o¥q2 — Ki¥io¥ize

met:

K, = K7 =K =K .=K _ =K,=K, =K _, =50.0,
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12
(Merk op: iZ] y; vyt Vs tyg * y7 + Y9 =1)
Beginvoorwaarden:
1
0
y(0) = :
0

Integratie-interval: [0,50].

Referentie-oplossing:

1 _
v3(gy) = -115825313,,-3,  y,(50) = -334500768 , -1,
1 _
1y B
Yolgy) = -4T624T, -0, ¥g(50) = .1k9109210, -1,

1y -
<EE) = .226920&10—8, (50) = .914169996.

Y12 Y12

Stuurparameters: delta = 1555.1617953, delta 2 = 1502.5, phi = m.
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results for integration until x = +.15625,—1

hl = +.15625,~ 1

method sd3 sd5 sd9 sdi12 fev Jjev 1lu time
bw.euler +.1 -1.3 -.8 -1.3 3 1 1 .9
efsirk +3.1 -5 +.0 +.7 2 1 1 2.5
expfrki2 +.1 +.0 +.0 +.0 3 0 0 .1
expfrke3 +1.4 +.0 +.0 +.0 5 0 0 .2
expfrk22 +1.b +.0 +.0 +.0 L 0 0 .1
expfrk31 +2.7 +.0 +.7 +.1 L 0 0 o1
eferk +2.7 +.0 +.0 +a1 2 1 0 2
liniger1 +.1 -1.2 -.8 -1.2 2 1 1 .8
liniger?2 +1.5 -7 -5 -6 2 1 1 1.2
liniger3 +3.3 +.6 +.6 +. 2 2 2 2.0
hl = +.78125,~ 2

method sd3 sd5 sd9 sd12 fev Jjev 1lu time
bw.euler +.4 -.8 -4 -.8 5 1 1 1.2
efsirk +4.,0 +.0 +.7 +1.7 L 2 2 2.0
expfrki2 +.5 +.0 +.1 +.0 6 0 0 .2
expfrke3 +2.2 +.5 +.7 +.5 10 0 0 2
expfrk22 +2.1 +.b +.6 +.4 8 0 0 .2
expfrk31 +4.0 -1 +.4 +1.1 8 0 0 .2
eferk +3.8 +.1 +1.1 +1.1 L 2 0 N
liniger1 +.h -7 -.3 -7 L 2 2 1.5
liniger2 +2.2 +.2 +.3 +.2 4 2 2 2.3
liniger3 +4.3 +1.6 +1.6 +1.7 L N L 4.0
hl = +.39062w— 2

method sd3 sd5 sd9 sd12 fev Jev lu time
bw.euler +.7 =.u -.0 -3 9 1 1 1.7
efsirk +5.0 +.7 +1.6 +2.7 8 L i 4.o
expfrki2 +.9 +.2 +.4 +.3 12 0 0 3
expfrk23 +3.2 +1.2 +1.5 +1.3 20 0 0 b
expfrk22 +2.9 +1.1 +1.4 +1.1 16 0 0 .3
expfrk31 +4.9 +. +1.9 +2,1 16 0 0 .3
eferk +h,7 +.8 +1.7 +2.1 8 L 0 .7
liniger1 +.8 - +.2 -1 8 L L 2.9
liniger2 +3.2 +1.6 +1.0 +1.2 8 4 L 5.6
liniger3 +5.3 +2.6 +2.6 +2.7 8 8 8 8.0
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results for integration until x = +.50000,4+2

hl = +.15625,— 1 h2 = +.,781014— O

method sd3 sd5 sd9 sdi2 fev Jjev 1lu time
bw.euler 1.3 +.0 +.0 +.0 195 66 66 65.5
efsirk -12.0 -12.0 -12.0 -12,0 - 130 65 65 66.9
expfrki2 -12,0 =12,.0 -=12.0 =-12.0 195 0 o} 3.7
expfrk23 -12,0 =12.0 -=12.0 -12.0 325 0 0 5.5
expfrk22 -12,0 =-12.0 -12.,0 -=12.0 260 0 0 5.5
expfrk31 -12,0 =12.0 -=12,0 =-12.0 260 0 0 4.6
eferk -12.0 =12.0 =12.0 =12.0 130 65 0 10.0
linigeri +.9 +.7 +1.8 +2.2 130 65 65 49,0
liniger2 +2.7 +2.3 +3.4 +3.9 131 65 65 T7.1
liniger3 +5.1 +4.3 +3.4 +4.9 130 130 130 135.9
hl = +.781254~ 2 h2 = +.78101,~ O

method sd3 sd5 sd9 sd12 fev Jjev lu time
bw.euler -1.3 +.0 +.0 +.0 197 - 66 66 65.6
efsirk -12.0 =12.0 -=12.0 -12.0 132 66 66 67.9
expfrk1i2 —=12.0 =12.0 =12.0 -=12.0 198 0 0 3.8
expfrk23 —12.0 =12.0 -=12.0 =12.0 330 0 0 5.6
expfrk22 -12,0 -12.0 -=12.0 =12.0 264 0 0 b7
expfrk31 -12.0 =12.0 =12.0 -=12.0 264 0 0 L.6
eferk -12.0 =12.0 -12.0 -12.0 132 66 0 11.1
liniger1 +.9 +.7 +1.8 +2.2 132 66 66 u48.6
liniger2 +2.7 +2.3 +3.4 +3.9 133 66 66 T79.1
liniger3 +5.1 +4,3 +3.4 +h.9 132 132 132 136.8
hl = +.78125,— 2 h2 = +,39050,~ O

method sd3 sd5 sd9 sdi2 fev Jjev lu time
bw.euler +1.2 +1.0 +2.1 +2.5 300 2 2 39.2
efsirk +5.4 +2.0 +b4,2 +5.7 260 130 130 13L4.3
expfrki2 -12,0 =-12,0 -12.0 -12.0 390 0 0 T.4
expfrk23 -12.0 -=12.0 -12.0 =12.0 650 0 0 11.8
expfrk22 -12,0 -=12,0 -=12.0 =12.0 520 0 0 9.0
expfrk31 -=12.0 =12.0 =12.0 =12.0 520 0 0 9.0
eferk -12.0 =12.0 -12.0 =-12.0 260 130 0 20.9
liniger1 +1.2 +1.0 +2.1 +2.5 260 130 130 96.5
liniger2 +3.3 +2.9 +41 +b4.5 260 130 130 154,k
liniger3 +5.9 +5.,2 +4.2 +5.8 260 260 260 271.1
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hl = +.39062]o— 2 h2 = +,39050~ O

method sd3 sdS sd9 sd12 fev Jjev lu time
bw.euler +1.2 +1.0 +2.1 +2.5 304 2 2 38.7
efsirk +5.4 +2.0 +4.2 +5.7 26k 132 132 136.3
expfrki2 =12.0 =12,0 =12,0 =12.0 396 0 0 8.4
expfrk23 -12.0 -12,0 =12.0 =12.0 660 0 0 11.0
expfrk22 -12,0 -=12.0 =12.0 =12.0 528 0 0 9.2
expfrk31 -12,0 -12.0 -12.0 -12.0 528 0 0 10.1
eferk -12.0 =12.0 =12.0 =12.0 264 132 0 20.1
linigeri +1.2 +1.0 +2.1 +2.5 264 132 132 98.0

liniger2 +3.3 +2.9 +h4 o1 +4.5 264 132 132 156.7
liniger3 +5.9 +5.2 +4,2 +5.8 264 264 264 275.1

Opmerkingen:

De referentie-oplossing werd bepaald met behulp van EFSIRK en MULTI-
STEP.

Voor delta en delta 2 namen we de maximale eigenwaarden van de jaco-
biaan in het punt x = 0. ‘

De procedures expfrk<i><j> en eferk blijken voor alle gebruikte waarden
van h2 instabiel te zijn, terwijl efsirk slechts voor de kleinste waarde van
h2 bevredigende resultaten geeft.

We zien ook weer in dit voorbeeld dat, min of meer onafhankelijk van de
oplossing in xel, bij een geschikte h2 gunstige resultaten kunnen worden

verkregen in xe2.



Voorbeeld 11

Differentiaalvergelijking:

' = o
vy = -y2
! =
yy =vyl.
Beginvoorwaarden:

_ 1
y(0) = () .
Integratie-interval: [0,27].
Referentie-oplossing:

_ ,cos x
B (sin x)'

Stuurparameters: phi = m, delta

delta 2 = 0.

293



294

results for integration until x = +.62832,+1

h1 = +.15708,+ 1

method sd1 sd2 fev Jjev 1lu time
bw.euler -.0 +1.2 5 1 1 2
efsirk +3.0 +1.3 8 1 2 .2
expfrk1l -6 -.5 8 0 0 o1
expfrk21 +.3 +.2 12 0 0 o1
expfrk31 +.6 +1.2 16 0 0 .1
expfrkli +1.8 +1.1 20 0 o] 1.4
eferk +.6 +1.2 8 1 0 .2
linigeri +.b +.1 In 1 2 2
liniger2 +3.0 +1.3 L 1 2 .2
liniger3 +3.0 +1.3 4 1 2 .2
hl = +.39270y—~ O

method sdi sd2 fev Jjev 1lu time
bw.euler +.2 +1.0 17 1 1 .6
efsirk +7.7 +3.7 34 1 2 .5
expfrk1l +1.4 +.8 32 0 0 .2
expfrk21 +1.8 +2.3 L8 0 0 3
expfrk31 +3.4 +2,9 64 0 0 .3
expfrkll +l4 o1 +4.6 80 0 0 R
eferk +3.4 +2.9 32 1 0 L
liniger? +2.5 +1.1 16 1 2 L
liniger? +7.7  +3.7 16 1 2 .6
liniger3 +7.7 +3.7 16 1 2 .6
h1l = +.19635, O

method sd1 sd2 fev Jjev 1lu time
bw.euler +.3 +1.4 33 1 1 1.0
efsirk +10.1 +4.9 66 1 2 .8
expfrk11 +2.3 +1.4 64 0 0 b
expfrk21 +2.7 +3.5 % 0 0 .5
expfrk31 +4.9 +4 .1 128 0 0 T
expfrkl1 +5.6 +6.4 160 0 0 .8
eferk +4.9 +h .1 6l 1 0 .9
liniger1 +3.7 +.7 32 1 2 .8
liniger2 +10.1 +4.9 32 1 2 1.0
liniger3 +10.1 +4.9 32 1 2 1.0
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h1 = +.98175,~ 1

method sd1 sd2 fev Jjev 1lu time
bw.euler +.6 +1.8 65 1 1 2.0
efsirk +11.4 +6.1 128 1 2 1.6
expfrkil +3.2 +2.0 128 0 0 .9
expfrk21 +3.6 +4.7 192 0 0 1.1
expfrk31 +6.4 +5.3 256 0 0 1.3
expfrkli +T.1 +8.2 320 0 0 1.6
eferk +6.4 +5.3 128 1 0 1.7
linigeri +4.9 +2.3 © 6L 1 2 1.4
liniger2 +11.7 +6.1 6L 1 2 2.0
liniger3 +11.7 +6.1 6L 1 2 2.0
h1 = +.49087,~ 1

method sd1 sd2 fev Jjev 1lu time
bw.euler +.8 +2.4 129 1 1 L b
efsirk +11.7 +T7.3 258 1 2 2.8
expfrkil +4.0 +2.6 256 0 0 1.5
expfrk21 +4,5 +5.9 384 0 0 1.9
expfrk31 +7.9 +6.5 512 0 0 2.4
expfrkli +#8.6 +10.2 640 0 0 2.8
eferk +7.9 +6.5 256 1 0 3.1
liniger? +6.1 +2.9 128 1 2 2.5
liniger2 +11.L4 +7.3 128 1 2 3.5
liniger3 +11.L +7.3 128 1 2 3.5
h1 = +.24540,— 1

method sd1 sd2 fev Jjev 1lu time
bw.euler +1.1 +2.9 257 1 1 9.1
efsirk +12.0 +8.5 514 1 2 7.3
expfrk1l +4.9 +3.2 514 0 0 4.0
expfrk21 +5.4 +7.1 T 0 0 5.1
expfrk31 +9.4 +7.7 1028 0 0 6.3
expfrklk1  +10.1 +9.8 1285 0 0 6.9
eferk +9.L +7.7 512 1 0 6.1
liniger1 +7.3 +3.5 256 1 2 L,9
liniger2 +11.1 +8.5 256 1 2 6.9
liniger3 +11.1 +8.5 256 1 2 6.9
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hl = +.12272 1

method sd1l sd2 fev Jjev 1lu time
bw.euler +1.4 +3.5 513 1 1 14.1
efsirk +11.4 0 +11.7 1026 1 2 10.8
expfrkll +5.8 +3.8 1026 0 0 6.0
expfrk21 +6.3 +8.3 1539 0 0 8.3
expfrk3l  +10.9 +9.0 2052 0 0 9.k
expfrkll  +10.8 +9.8 2565 0 0 11.1
eferk +10.8 +9.0 1024 1 0 12.9
linigeri +8.5 +4 .1 512 1 2 9.8
liniger2 +11.1 +11.2 512 1 2 1h.h
liniger3 +11.1  +11.2 512 1 2  13.9
h1l = +.61359,~ 2

method sd1 sd2 fev Jjev 1lu time
bw.euler +1.7 +ha1 1025 1 1 27.5
efsirk +10.6 +8.9 2048 1 2 22,1
expfrkill +6.7 +4. L 2048 0 0 11.9
expfrk21 +7.2 +9.1 3072 0 0 16.0
expfrk31 +12.0 +8.9 Log6 0 0 18.6
expfrklil  +10.9 +8.9 5120 0 o 22.8
eferk +12.0 +8.9 2048 1 0 25.1
linigeri +9.7 +4,7 1024 1 2 20.2
liniger2 +10.5 +8.9 1024 1 2 28.7
liniger3  +10.5 +8.9 1024 1 2 28.2

Opmerkingen:

Uit de resultaten blijkt dat de methoden die het meest geschikt zijn
voor het oplossen van stijve vergelijkingen ook bij dit voorbeeld supe-
rieur zijn. Voor de expfrk<i><j> formules is het effect van een hogere

orde (<i>) duidelijk merkbaar.
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12. Testresultaten van methoden met een stapkeuze-strategie

In dit laatste hoofdstuk zullen we de resultaten geven van een aantal
berekeningen, uitgevoerd met een drietal integratie procedures die voor-
zien zijn van een strategie om de staplengte te varié&ren.

We hebben gekozen voor de procedures MULTISTEP, EFERK en EFSIRK die
reeds in hoofdstuk 11 aan de orde zijn geweest.

Met de testvoorbeelden hebben we ons beperkt tot de stelsels van voor-
beeld 3 en voorbeeld 7 uit het vorige hoofdstuk.

We geven nu wat commentaar op de resultaten, die in beeld zijn gebracht

in fig. 12.1 (vb.3) en fig. 12.2 (vb.T).

Voorbeeld 3 (zie pag. 259)

Bij MULTISTEP kunnen we een zekere gelaagdheid in de resultaten waarnemen.
Iedere "laag" geeft een verzameling van oplossingen, die alle verkregen
zijn met dezelfde tolerantie maar met een verschillende minimaal toelaat-

bare integratie-staplengte (zie tabel 12.1).

Tabel 12.1

Precisietabel voor MULTISTEP, bij verschillende combinaties van minimale
stapléngte en tolerantie, behorende bij voorbeeld 3 (de precisie wordt ge-

geven door het aantal juiste decimalen).

tol

hmin 1073 4 o'h 1072 1 o'6 1077
1073 2.53 3.02 3.50 3.62 -
10'1‘ 2.21 2.69 3.67 L.46 -
107 1.77T 2.65 3.62 4.50 5.30
10'6 2.10 2.89 - - -
1077 2.09 2.96 3.53 - -
1078 2.09 2.96 3.53 L4.48 -
1072 2.09 2.96 3.53 L4.48 5.33

Omdat het stapkeuze-mechanisme by EFSIRK alleen effectief is bij niet-
lineaire differentiaalvergelijkingen hebben we voor EFSIRK een constante
integratie-stap genomen en zodoende een duplicatie gekregen van de resul-

taten in hoofdstuk 11.
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Ook de resultaten verkregen met EFERK geven een gedeeltelijke dupli-
catie van de resultaten met constante stap uit het vorige hoofdstuk. Voor
dit voorbeeld bleek dat een variabele stap bij EFERK geen verbetering
brengt in de representatie van de stijve componenten y,eny,.

We willen tot slot opmerken dat in dit voorbeeld de resultaten ver-
kregen met EFERK de veronderstelling bevestigen dat bij lineaire stelsels
het best met een constante staﬁ geintegreerd kan worden (zie hoofdstuk 6,
pag. 150).

Voorbeeld T (zie pag. 276)

EFSIRK en EFERK geven ongeveer hetzelfde verloop in de testresultaten te
zien. EFERK komt sneller tot de gewenste precisie dan EFSIRK doordat de
laatste methode meer berekeningen per stap uitvoert (LU-ontbinding). Op-
vallend is dat de constante stap strategie uit hoofdstuk 11 voor zowel
EFERK als EFSIRK bij voldoend kleine stap gunstiger resultaten te zien
geeft.

figuur 12.1
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---=> precision

S VST U VS S YA S VAT VY U SH SO U WU ST ST U U SN SR ST S VA SN ST S S S S S S S
150 200 250 300 350 400 450 500
---=> Lime 1n seconds example 3 y(3 multistep = line with mork +

oFerk = line with mork y
ofcirk = line with mork x
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----> precision

figuur 12.2
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